UNIDAD N° 3: LIMITE
¢Qué es un limite?

Es el valor al cual “se aproxima” una funcion cuando “X tiende a un valor determinado”

y
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3 El limite de la funcién cuando “X tiende a 3” es 2
2
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Limites Laterales

Vamos a analizar la funcion: f(x) = 2x + 1

Veamos que pasa a medida que la X “se acerca al valor 1” y vamos a usar para esto unas tablas de valores, pero
antes veamos que es esto de los limites laterales:

/

3 i Para calcular el limite de la funcion para “x tendiendo
i a 1” tengo que acercarme a 1 por la izquierda y por la
derecha

X
2 3 Asi voy a tenerdos limites:

= EIl limite para “x teniendo a 1 por la

-2 i izquierda”

=  El limite para “X teniendo a 1 por derecha”

Para que exista el limite de la funcién en un punto, los limites laterales deben ser iguales.
5 e 5 e Y G

0 —————————— —1 _— 2
Me acerco a 1 por izquierda Me acerco a 1 por derecha
Nos acercamos a 1 A medida que x se acerca a 1 Nos acercamos a 1 A medida que x se acerca a 1
desde la izquierda “por izquierda” y se acerca a 3 desde la derecha “por derecha” y se acerca a 3
X y X y
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lim f(x) =3 lim f(x) =3
0,6 2,2 x=1 1,4 3’8 x-1
0,7 |24 _ 1,3 | 3,6 _
08 26 Este es el limite de la 12 34 Este es el limite de la
- funcidn para x tendiendo funcion para x tendiendo
09 |28 1,1 |32
a 1 por izquierda a 1 por derecha
095 |29 1,05 |31
0,99 | 2,98 1,01 | 3,02




Por ultimo decimos que como los limites laterales coinciden entonces existe el limite de la funcion para “x
tendiendo a 17y vale 3.

Caélculo de limites

Para calcular el limite hay que reemplazar el “X” por el valor al que quiero que “se acerque” (6sea el valor al cual
tiende x).

Ejemplo: calcular el limite de f(x) = 2x% + 3x — 2 para x tendiendo a — 2

lim f(x) = lim 202 +3x~ 2= lim 2+ (-2)* +3+(-2) ~2=24-6-2=0

Jim, 79 = 0

. Loy 3x2—1 - - o o
Otro ejemplo: lim N Siempre lo primero que hago cuando tengo que calcular un limite es reemplazar “x
Xo1 VxE3 por el valor al cual “tiende el limite”
" 3x2-1 3-(1D?2-1 3-1 2 ) | i 3x%2 -1
im = = === uego m—=
x-1+/x+3 V1+3 N 8 =1 4/x +3

Limites Infinitos

A veces cuando calculamos un limite, nos da infinito.

Ejemplo:
i 3x+4 . 3:24+4 10 .
lim — Y ahora, la pregunta es: ;Cémo hago esta cuenta?

—=lim ———— =
x-2 5x—10 =x-2 5:-2-10 0
Ya sabemos que no existe la division por “cero”. Pero en realidad no tenemos que dividir por “cero” Ya que lo

que estamos calculando es un limite. E1 denominador no es CERO, sino que “tiende” a CERO.

Veamos: calculemos los limites laterales Y |
3x + 4 10 > | lim  f(x) =ro0
im = =+ -
¥+ 5x—10 _ 0,0000000"algo” 3 \
2
. 3x+4 10 £ox " ~__
M =70 = Z0,00000007alg0" = —— : X
x— — — —
’ g -9-8-7-6-5-4-3-2 -1_1 123456789
Por lo tanto el limite da infinito 2
2
M
5 \\ li 0 f(x)=-—o

Limites Indeterminados

Venia muy féacil ¢no?. Bueno, ahora se va a complicar un poco.

Veamos que pasa si quiero calcular:

Coxt-1
lim
-1 x—1
l:l> Esta cuenta no s6lo no se puede hacer, sino
Entonces la pregunta es: ¢Cuéanto da ese que, ademas, es indeterminada

limite?
Para saber eso vamos a tener que resolver Ia
Indeterminacion




Pero, antes que nada veamos cuales son las indeterminaciones mas comunes:
13 % ——> cero sobre cero
% g —> infinito sobre infinito

Comencemos por analizar la INDETERMINACION, 0 SOBRE 0

Hay varias maneras de “salvar” la indeterminacion:
s Una es factorear el numerador y el denominador para poder simplificar el factor que genera la
indeterminacion.

+«+ Si no se acuerdan muy bien de los casos de factoreo, cuando tenemos polinomios, puede dividir al
numerador y al denominador del limite, por el binomio “que lo hacen cero” aplicando Regla de
Ruffini (tomando como término independiente del divisor al nimero al cual tiende “x™).

¢ Hay veces que lo mas facil es multiplicar al numerador y al denominador por “el conjugado” de

alguno de ellos (generalmente por el conjugado del que tenga una resta).

«» Volvamos al ejemplo anterior
JeEmp

o x2-1 0
lim = — INDETERMINADO
-1 x—1 0

Ya sabemos que el limite es indeterminado, por lo tanto voy a tener que “salvar” la indeterminacion, para poder
calcular el limite. Una de las maneras de salvar las indeterminaciones era factorear.

Vamos a factorear el numerador, utilizando “diferencia de cuadrados”.

x>-1=(x-1)-(x+1)

x> -1 x—1D-(x+1 x—1-(x+1
lim =1im( ) ( )=lim( ) ( )=limx+1=1+1=2
x->1x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
reemplazamos simplificamos

% Ahora vamos a ver un ejemplo en el que vamos a sacar la indeterminacion dividiendo por Ruffini, usando

como divisor el factor de indeterminacion.

C x3—4x?2+x+6 0
lim = — INDETERMINADO
x—3 x—3 0

Usando Regla de Ruffini, dividimos numerador y denominador por (x — 3)

Numerador Denominador
(x3—4x?> +x+6):(x —3) = (x=3):(kx-3)=1

1 -4 1| 6
3 3 -3 -6

1 -1 -2 0

Me dio por resultado X% — x — 2



lim =lim————=limx?—-x—-2=32-3-2=4
x—3 x—3 x—3 1 x—3

Luego de salvada la indeterminacion el limite da 4.

« Por lo general la mayoria de los limites indeterminados en los que aparecen raices se resuelven multiplicando

las expresiones de las raices por sus expresiones conjugadas.

3—vx+7 0
lim————=—= INDETERMINADO
-2 2—X 0

Para “salvar la indeterminacion” tenemos que multiplicar el numerador y denominador por el conjugado del

numerador.

2
3—Vx+7 lims—\/x+7 3+Vx+7 lim (3)2—(\/x+7) lim 9—(x+7)
m————= . = =
=2 2-X =2 2=x  34+x+7 22-x)-B+Vx+7) »2Q2-x)-(3+Vx+7)

9—x—-7 2—x 1 1 1
lim = lim = lim = ==
=22-x)(3+Vx+7) *22-x)-3+Vx+7) *2(B+Vx+7) 3+V9 6

INDETERMINACION “INFINITO SOBRE INFINITO”
Esta indeterminacion se da cuando “x” tiende a infinito y por lo tanto tiende a infinito el numerador y el
denominador al mismo tiempo.

3x% +2x — 1

0
lim —— == INDETERMINADO
x—o  2x4—1 o0

Para “salvar la indeterminaciéon” hay que dividir numerador y denominador por X elevada al mayor

exponente que tenga.

3x2 2x 1 2 1 2 1
C3x%+2x—-1 | Sz tizTiz o 3ty . 3+5-% 3+0-0 3
lim =i = lim = lim = =—
X0 2x2 -1 X0 xz 1 X—00 1 X—00 1 2—0 2
w2 32 2—= 2- o
X X X
Simplificando reemplazo “X”
Importante: no confundir
. X 0
lim —=—=0
x~»0m m
. m m
lim —=—=o
x>0 x 0




Ejercitacion
I.  Calcular los siguientes limites

. 3x%-8x-3
1) lim—————=
xﬁ% x-3

2
. xX“+x
2) lim =
xX—>—12X+2

3) limVx+2x+6=

X4

. Graficar la funcion

Y calcular:
1) lim f(x) =
x—-0

2 lim f(x) =

x? -3
f(x)={x—4
x—5

4) lim —3x +2 =

X—>—4
. 2x
5) lim =
x—32x+1
Ex—l
6) lim £— =
x> 1x2-1
si x<0
si 0<x<5
si x>5

3) lim f(x) =

4) lim f(x) =

ll.  Calcular los siguientes limites, salvando las indeterminaciones.

—4

o 5x3+4+3x2+7x
4 }1_1)120 x*—1 -

5) lim = =
) lim = =

&l 2x3 —2x*+7
L s o

7) lim

x—>-=2

5x2—4x+8=
8) lim 2x3+3x—2=
xX—>-2

9 i 6 + 2x — 6x3
im————=
) x> 7x3 + 2x

10 1i x% —36x
) ;E% x—6

I 3x—14_
) xlgg x4+ 3 B

. 4x*—5+2x
RS

13 lim X 2% _

T arra

e 6 +2x —4x°
)xg2> 7x3 +2x

o x2—49
1Dl =7 -

16) lim 4x> —3x+6 =

x—-—

i 4x> +2x -5
)xgg x3 — 5x* -
18 1i x+ 2 _
) ;E% x—3 -
5
19) lim —=
x-0 X
x?—36
20) lim

oo X2 —dx—12

x4+ 13x7 — 4x3 + 3 3

21) lim

Jm Y12 1
. 3x? +2x+1
)xl_r)rgo x2 -1 B
Vvx+1-—-2
23) lim——= =
x-3 x—3
x
24) lim ———
#-01] — I —x






