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PROGRAMA DE EXAMEN

UNIDAD N° 1. FUNCION CUADRATICA.

Ecuaciones de segundo grado: raices. Resolucion de ecuaciones cuadraticas completas e
incompletas.

Funcidon cuadratica: raices, ordenada al origen, vértice, eje de simetria. Forma polindmica,
canonica y factorizada. Grafica de la parabola. Analisis del desplazamiento de la parabola matriz.

Posiciones relativas de la parabola.

UNIDAD N°2: NUMEROS REALES.RADICALES
Numeros reales: racionales e irracionales. Radicales: concepto. Extraccion de factores de un
radical. Radicales semejantes. Operaciones: suma, resta, producto y cociente. Operaciones

combinadas. Proceso de racionalizacion de denominadores.

UNIDAD N°3: NUMEROS COMPLEJOS
Conjunto de los numeros complejos. Unidad imaginaria. Representacion grafica. Forma
binémica. Complejo conjugado y opuesto. Operaciones: suma, resta, multiplicacion y division.

Potencia de la unidad imaginaria.

UNIDAD N°4: POLINOMIOS

Expresiones algebraicas enteras. Polinomios. Caracteristicas. Clasificacion. Valor numérico.
Operaciones con polinomios: suma, resta. Multiplicacion. Productos notables. Division. Regla de
Ruffini. Teorema del resto. Teorema de Gauss. Factorizacién de polinomios: factor comun y por
grupos, trinomio cuadrado perfecto, cuatrinomio cubo perfecto, diferencia de cuadrados.
Expresiones algebraicas fraccionarias. Simplificacion

UNIDAD N° 5: FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Funcion exponencial: formula; condiciones de crecimiento y decrecimiento. Grafica y Analisis de
la funcion. Desplazamiento; asintota, ordenada al origen. Funcion Logaritmica: féormula
condiciones de crecimiento y decrecimiento. Grafica y Analisis de la funcion. Desplazamientos;

asintotas. Propiedades de logaritmo. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales



CONTRATO PEDAGOGICO

Espacio Curricular: MATEMATICA
Ciclo lectivo: 2026

Se deja constancia que el presente sirve para que el/la alumno/a, los padres y la profesora
conozcan las pautas de trabajo y los requisitos que se deben cumplir en los contenidos
actitudinales.

El/ la alumno/a de ........ =] (o J , se compromete a cumplir las siguientes
pautas de trabajo;

a)

b)

f)

9)

h)

)

)
K)

)

El horario de entrada al curso y salida debe ser respetado. El profesor sancionara al no
cumplimiento dependiendo de la reiteracion de la actitud.Se haran hasta tres llamados de
atencion en forma oral, si el alumno no cambia si actitud los llamados de atencion se
realizaran en forma escrita.

En caso de tener un celular u otro aparato electronico serd apagado o silenciado, ya que
no pueden ser utilizados en la hora de clases, salvo que el docente lo establezca para una
actividad Tampoco se permitira el uso de auriculares durante la hora de clases.Se haran
hasta tres llamados de atencion en forma oral, si el alumno no cambia su actitud los
llamados de atencion se realizaran en forma escrita.

Se dirigira con respeto hacia el profesor y hacia sus compafieros en todo momento; ser
amigable y solidario.

El alumno no puede recibir llamadas de teléfono durante la clase, en caso de urgencia u
otro caso llamar al teléfono particular del colegio: 4203963.

No salir del curso sin la autorizacion del profesor. Procurard ir al bafio en los recreos, como
también el llenado de botellas de agua de lo contrario el profesor evaluara la situacion para
permitir la salida.

Escuchar al profesor y a los compafieros, mantener una actitud de respeto y atencion,
levantar la mano para pedir la palabra, evitar charlas y acciones perturbadoras en clase (el
profesor tiene la libertad de cambiar de banco a cualquier alumno si lo considera necesario
para mejorar el clima de la clase o rendimiento académico del alumno ).

Cuidar el material de trabajo, traer los utiles y el material solicitado para la clase; cuidar sus
pertenencias y las de sus comparfieros, mantener el orden y la limpieza del aula.El
incumplimiento se vera reflejado en la nota actitudinal, y se registrara con signos negativos.
Evitar acciones como beber, comer, tomar mate, jugar en clase; insultar, escupir, charlar
mientras el profesor o comparfiero estd hablando, burlarse, discriminar, agredir verbal y/o
fisicamente, tratarse mal, romper, rayar bancos, paredes, carpetas, libros, sillas, realizar
tareas de otra asignatura sin la autorizacién del profesor.Se haran hasta tres llamados de
atencion en forma oral, si el alumno no cambia si actitud los llamados de atencion se
realizaran en forma escrita.

Participar activa y disciplinadamente. En caso de indisciplina, el alumno serd sancionado
de acuerdo al régimen de convivencia.

Colaborar desinteresadamente y respetar a sus semejantes.

Responsabilidad, orden y prolijidad en la presentacion de todas las actividades asignadas
en tiempo y forma, del cuadernillo.

Mantener el cuaderno y cuadernillo de actividades prolijo, ordenado, traerlo todas las
clases y completo a lo largo del afio.

m) El alumno no podra tomar fotos de la pizarra,ni filmar la clase y tampoco realizar

transmision en linea sin la autorizacion del docente, el incumplimiento sera motivo de
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sancién.Se haran hasta tres llamados de atencion en forma oral, si el alumno no cambia si
actitud los llamados de atencion se realizaran en forma escrita.

El alumno no podr4 desayunar, merendar o almorzar durante la hora de clases.Se haran
hasta tres llamados de atencién en forma oral, si el alumno no cambia si actitud los
llamados de atencidn se realizaran en forma escrita.

Proceder con absoluta honestidad.

La inasistencia a cada evaluacion anunciada debe justificarse antes o durante la hora de la
evaluacion al preceptor. El alumno sera evaluado sin aviso inmediatamente luego de su
reincorporacion al Colegio.

COMPROMISO DEL PROFESOR

a)
b)

c)
d)
e)
f)

9)
h)

Respetar a todos los alumnos y saber escuchar sus propuestas e inquietudes.

Explicar todas las dudas planteadas por los alumnos (siempre que ese alumno haya
prestado atencion y comportado debidamente).

Avisar con una semana de anticipacion, por lo menos, la fecha y temas de las
evaluaciones escritas.

Entregar en un plazo no mayor a 10 dias habiles los resultados de las evaluaciones y
trabajos practicos.

No utilizar celular en la hora de clases, salvo en el caso de una actividad escolar.

Ser justo con los alumnos, tener apertura al dialogo.

Cumplir con el horario de clases y respetar los recreos.

Actuar en forma no contradictoria respeto de lo que se les prohibe a los alumnos (comer en
clase, etc.)

CRITERIOS DE EVALUACION

a)

b)
c)

d)
e)
f)
9)

Sera anulado aquel ejercicio que se encuentre resuelto en mas de una ocasion usando
distintos métodos y llegando a conclusiones diferentes sin indicar cual es la correcta.

El uso del vocabulario cientifico.

La presentacion de trabajos en tiempo, en forma ordenada y prolija, con vocabulario
correcto, teniendo en cuenta su ortografia.

La habilidad para seleccionar y aplicar distintos procedimientos en la resolucién de
situaciones problematicas.

Presentacion y prolijidad en las evaluaciones. Se descontara 0,25 por cada ejercicio
desprolijo.

No se podra utilizar la calculadora del celular, solamente la calculadora en formato
tradicional.

El alumno debe abonar al docente la fotocopia de la evaluacion.

Aclaracion: El profesor es la maxima autoridad responsable del curso y por lo tanto tiene el
derecho y la obligacion de tomar las decisiones y reajustar las normas del contrato en
casos particulares.

Firma del alumno Firma del padre, madre Prof. Riveros Carolina

o tutor del alumno



UNIDAD N°1: FUNCION CUADRATICA
Ejercicio N°1: La siguiente tabla debe contener el resultado de adicionarle 1 a la suma entre el
cuadrado y el doble de los numeros indicados.
a) Completar la tabla

b) Si consideramos que cada ntmero es X" y que cada resultado de operar es “y", sefialar cudl
Numero | Resultado de de las siguientes formulas representa la funcion que relaciona cada numero con el resultado del
operar calculo anterior

: Dy:2.x+2.x+1 Dy=xz+.r+1 Dy=x2+2.x+1 Dy=2.x+x+1

¢) Teniendo en cuenta que y=fi(x) , usar la formula elegida y completar:

-1
ey 1R _ _

-2 d) En un sistema de ejes cartesianos, graficar los valores obtenidos en la tabla. Para ellos,

3 considerar cada par de valores como las coordenadas del punto (x;y). Unir los puntos con una
Cuerva suave.

-4

La formula y gréfica obtenida en la actividad anterior corresponden a una funcién cuadratica.
La foma general de la funcion cuadrética es la siguiente:

fix)=ax’+bx+ccona#0,a,bcER

Donde a, b y c reciben el nombre de coeficientes. ) il
La representacion grafica de una funcion cuadréatica es una PARABOLA

([t} Gy 0

Ejercicio N°2: Para cada funcién construir una tabla asignando valores a “x”, calculando “y
usando la férmula de cada una. Graficar los datos obtenidos.

a) f(X) =x*-2.x-3

b) f(x) = —x?+2.x+3 S —
c)f(x)=x*+4.x+4 ’\‘\ By '
En el grafico de la pardbola se pueden apreciar elementos importantes: oo E
e Eje de simetria Fw A ¢t &
o Vértice 4
e Ordenada al origen o Interseccion con el eje “y” e \T-/
e Raices e interseccion con el eje “x” " vertce

GRAFICA DE LA FUNCON CUADRATICA CALCULADO SUS ELEMENTOS
Para realizar el grdfico de una pardbola, f(x) = ax? + bx + ¢, se deben calcular los elementos de la mis-
ma y luego representarla.

* Raices de la pardbola.

Son los puntos de interseccién de la grdfica y el eje x, vale decir que f(x) = 0.

-h * \//b2 — 4ac
2a

X1;X2 —




« Vértice de la pardbola.
= e e e » "1 .Vérti:e
SR T b _ =b 3 :
X, — 2 0 X, — E Yo = f(x,,) Oc:’t!g;\gecrc‘z ] | Fiunto simétrico
Las coordenadas del vértice son: V = (x, , f(x,)).
« {je de simetria. I BE \ &
€s la recta que tiene por ecuacién x = x,. i
» Ordenada al origen. :
€s el punto de interseccion de la gréfica con el ejey, vale decir que f (0) = c;
Ejemplo:
f(X) = )(2 + 2)( = 3 == a= 1 A b - 2 ANe= _3
Raices:
22X V4—41(3) _ -2+VaF+17 B
X H = — camnc a.
b 2.1 2 N
o -2 EVIE . D4 2.1y
’ 2 2 ++
_ =2+ 4
X1 2 i | 12
Raiz Ll Raiz
x_-2“4:-3 X:_ls s} i xx':lx |
2 2 5 : 3 Iz Il : li 2 3l 4 5l ¢ 1
d - _‘—“2
Vértice: Punto simétrico — +-3 +— Ordenada-al origes
Bl (r2;33) S (0;-3)
XY =757 = X =-1 RS
o VEEe 1
yy=(10"+2(-) -3 » y,=-
V — (_1;_4) x=:1
Eje de simetria: x = -1 Ordenada al origen: (0;-3) Punto simétrico:(-2;-3)

Ejercicio N°3: Calcular el vértice, el eje de simetria, ordenada al origen y raices de cada funcion
cuadratica y graficarlas

a) f(x) = x2—-2.x-3

b) f(x) = —x?+2.x+3

c)f(x)=x*>+4.x+4




Ejercicio N°4: Completar segun la graficadey = -3.x>+ x + 2

1) Los coeficientes de los términos de fa funcién son: a= b=
: , b= yc =

2) €l vértice de la parébola es el punto

3) €l eje de simetria de I pardbola es la recta

4) La ordenada af origen de la funcién es el punto
5) Las raices de la funcion son x; = yX; =
Ejercicio N°5: Completar el siguiente cuadro

FUNCION a b c Raices Vértice Eje de Simetria

Ordenada al
origen

Dy =-x%+2

)y =2.x*+.x—-1

)y=x%—4.x-5

POSICIONES RELATIVAS RESPECTO DEL EJE DE LAS ABSCISAS
Las raices de una pardbola, y = ax? + bx + ¢, se calculan mediante la férmula:

TN - e
X15 X2 — 2a

Al radicando b® — 4ac se lo llama discriminante, ya que el valor del mismo sirve para discriminar la

naturaleza de las raices y se lo simboliza con la letra griega A (delta).
A = b* — 4ac
Si A > 0 = Raices reales distintas.
Si A = 0 => Raices reales iguales.

Si A < 0 = Raices no reales.

A>0 A=0 A<0
y y Y
| T
X1 ‘Xz x x;:-x X
La grafica tiene 2 puntos La grafica tiene 1 punto La grdfica no tiene puntos
de interseccion con el eje x. de interseccion con el eje x. de interseccion con el eje x.




Por ejemplo:

a)y=x"+2%—3

By = 1+ & 1
A=27—-411=0

c)y=x2+2x+2
Al p= g

A= 22— 4.1(-3) = 16

T
¢ S T
I

Ejercicio N°6: Analizar el discriminante de cada funcion cuadratica e indicar si tiene raices.
a) f(x) =x*—6.x+ 25 b) f(x) =x*>—6.x+9 ) f(x)=—x*+2.x+3

Ejercicio N°7:Calcular el valor del discriminante y marcar con una x el tipo de raices.

a b c A=b?%—4.a.c Raices Raices No tiene
reales reales raices
iguales distintas reales

1) 1 -4 -4
2) -1 -3 -4
3) 2 -4 2
4) 1 0 -3
5) 3 6 2
ECUACION POLINOMICA, CANONICA Y FACTORIZADA
La funcion cuadrdtica puede ser expresada de distintas maneras.
POLINOMICA
Se desarrolla el cuadrado de un binomio .38 f(x) = ax° + bx + ¢

Se aplica la propiedad distributiva

j Se buscan las rafces
CANéNICA L Se busca el vértice
f(x) = alx — x,)* + y,
El vértice y el eje de simetria se
reconocen con facilidad.

FACTORIZADA
fx) = alx = x)(x = xy)
Las raices se identifican en forma
inmediata.

EJEMPLOS:
a) Para pasar de la forma polinémica f(x) = %.xz - %.x + 5 a la forma factorizada
calculamos lasraices x; =2 y x, =5yqueda f(x) = % (x —2).(x—05)

b) Para pasar de la forma factorizada f(x) = —2.(x + 1).(x + 3) ala forma polinGmica
aplicamos propiedad distributiva y queda f(x) = —2.x> —8.x — 6



c) Para pasar de la forma polindbmica f(x) = — %.xz —3.x— % a la forma canodnica calculamos
el vérticex, =—3 y y,=1yquedaf(x)=— %.(x+ 3)2+1

d) Para pasar de la forma canédnica f(x) = (x — 2)? + 3 a la forma polinémica resolvemos el
cuadrado de un binomioy queda f(x) = x?2 —4.x + 7

Ejercicio N°8: Expresar cada una de las siguientes funciones de la forma que se pide

1) f(x) = x° — 4x + 3, en forma canénica es f(x) =
2) f(x) = -%(x + 2)(x — 3), en forma polinémica es f(x) =
3) f(x) = 2(x — 3)? — 2, en forma polinémica es f(x) =

4) f(x) = - x* + 2x + 3, en forma factorizada es f(x) =
Ejercicio N°9: Escribir la forma polindmica de cada una de las siguientes funciones
y 3
1) S SRS j,. 7 2) Y4

f-~t-X-1¢6

s =

Maximos y minimos, crecimiento y decrecimiento
Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba, con una velocidad inicial de 24 §r°:§.
La altura alcanzada por la pelota (h, expresada en metros) en funcion del tiempo (t, expresado en segund
estd dada por la siguiente formula: h(t) = -3t° + 24¢.

Analizando el grdfico que describe la trayectoria de la pelota, se puede concluir que:
« £l dominio mds adecuado para la funcion, segin
la interpretacion del problema, es el conjunto de

los nimeros reales positivos: Df = Ry. 48__h(m) ¥
* La altura maxima alcanzada por la pelota es 48 m. 424
* Alcanza la altura mdxima a los 4 seg de haber sido lanzada. 23'_:
« €l intervalo de tiempo en el cual la pelota asciende 24+
(desde que es lanzada hasta el momento que iﬁ
alcanza la altura maxima) es (0;4); intervalo de crecimiento. 61/ | ‘
« £l intervalo de tiempo en el cual la pelota desciende BEREEREREREEDT

(desde que alcanza la altura mdxima hasta que
vuelve a tocar el suelo) es (4;8); intervalo de decrecimiento.



Una funcién continua es creciente en un cierto
intervalo de su dominio cuando al aumentar los
valores de la variable independiente, aumentan
los valores de la variable dependiente.

y

7 N

: f(‘n) sl , stedibabeily

f(x) es creciente si: x; > x, = f(x;) > f(x,)

Una funcién continua es decreciente en un cierto
intervalo de su dominio cuando al aumentar los
valores de la variable independiente, disminuyen
los valores de la variable dependiente.

i ‘
fcm) 71‘\

f(x) es decreciente si: x; > x, = f(x;) < f(x

€n general, dada la funcion f(x) = ax’ + bx + c, se verifica que:

\ | i
\ /
\ y !
“\ Xy i
: \\‘ 7 17 =%
AN\ /
NN ' .l ¢
Pecrece NG / Crece

S S

Sia > 0, la funcion:

* Alcanza un minimo en el vértice de la pardbola.
« Decrece en el intervalo (-9;x,).

« Crece en el intervalo (x,;+).

Sia < 0, la funcidn:

* Alcanza un méaximo en el vértice de la pardbole
* Crece en el intervalo (-0;x,).

« Decrece en el intervalo (x,;+).

Ejercicio N°10: Completar las frases que figuran debajo de cada grafico

4

enx = 4;
y decrece en

funcion alcanza un
e en el intervalo
intervalo

2)

enx = -3;
y decrece en

La funcion alcanza un
crece en el intervalo
el intervalo

10



Ejercicio n°11:

Los ingresos mensuales de un fabricante de zapatos estan dados por la funcion 1(z) = 1.000z — 2z°, donde z

#s la cantidad de pares de zapatos que fabrica en el mes.
» Realicen el grafico aproximado de la funcién y respondan.

1) ;Qué cantidad de pares debe fabricar mensualmente
para obtener el mayor ingreso?

Z)éﬁucles son los ingresos si se fabrican 125 pares de zapatos?
.Y 375 pares?

3) ;A partir de qué cantidad de pares comienza a tener perdidas?

t

EjercicioN°12:

EjercicioN°13: En una cooperativa agricola de una regién semiarida se bsuca optimizar la
produccion de un cultivo resistente a la sequia para asegurar la alimentacion de la comunidad
local, al mismo tiempi que se minimiza el desperdicio de recursos. Han observado que el
rendimiento del cultivo (R en toleladas por hectarea) en funcién de la cantidad de fertilizante
organico aplicado (x en kilogramos por hectareas) puede modelarse mediante la funcién

cuadrética:
1
R(x) = —%.xz +4.x—-15
a) ¢Para cudles cantidades de fertilizante el cultivo no rinde nada?

b)

c)

d)

f)

Para cumplir con los objetivos de “hambre cero”, necesitan una produccién minima de 60
toneladas de cultivo por hectarea, para asegurar la alimentacion de la poblacion local.

¢, Qué cantidad de fertilizante permite a la cooperativa cumplir con la produccion minima?
¢, Cual es la cantidad de fertilizante que maximiza el rndimiento del cultivo?¢ Cuél es ese
rendimiento maximo?

Para cumplir con el “consumo resposable” y evitar la sobre produccion y el desperdicio de
recursos (agua, energia, mano de obra), la produccion no debe exeder las 75 toneladas de
cultivo por hectarea. ¢ Cual es el rango de cantidad de fertilizante que permite a la
cooperativa cumplir con la produccion maxima de 75 toneladas por hectarea?

¢, Cual es el rango de cantidad de fertilizante que cumple con los objetivos de produccion
minima y maxima?

Realizar una grafica aproximada

11



UNIDAD N°2: RADICALES
Propiedades de la potenciay raiz:

1) Todo ntimero elevado ala cero es igual a uno. Ejemplo: 21°=1

2) Todo numero elevado un exponente negativo se resuelve invirtiendo la base. Ejemplos:
3 2

1 1 5\~ 3\ 9
-3 _ | — _ — | — -
2 _(2) "8 Y (3) _(5) " 25
3) Potencia de otra potencia se multiplican los exponentes. Ejemplo: (23)?= 2°=64
4) Multiplicaciéon de potencias de igual base se suman los exponentes. Ejemplos:
23, 22= 23*2=25=32
5) Division de potencias de igual base se restan los exponentes. Ejemplo:
2°: 22= 252=23=8
6) La potencia se puede distribuir en la multiplicacion o division. Ejemplos:
(3.5)°=32.5%=9.25=225 vy (8:4)°=82%:4?=64:16=4
7) La potencia no se puede distribuir ni en la suma ni en la resta. Ejemplos:
(3+5)=82=64 y (8-5)?=32=9
8) La potencia de exponente fraccionario se resuelve como una raiz. Ejemplo:
2 2
8:=(V8) —22-4
9) Raiz de otra raiz se multiplican los indices. Ejemplo:

V729 =2*3/729 = ¥/729 =3

10) Laraiz se puede distribuir en la multiplicacién o division. Ejemplos:
V8.27=38.3¥27=23=6 y V628=V6438=42=2
11) Laraiz no se puede distribuir en la suma ni en la resta. Ejemplos:
V8+19=327 =3 y Y27-19=18=2
12) La raiz se puede agrupar en la multiplicacion y division. Ejemplos:
Vz.Va=3212=1V8=2 y Ve1: V3 =V81:3=V27=3
13) Simplificacién de indices con exponentes. Ejemplos:

M 33 Alsvesr Xle K77~ 171 =7

Veamos algunos ejemplos

1)

(b.b™2)%.b% = P*.(b™?)*. b2 =b*.b7C.b> =b"1 =%
2) Vet Vx8 W10 = simplifico cada potencia con suraiz
3\/?. 3\/? W = aplico la propiedad [)

Vx2.x2.x2 = aplico la propiedad d)

A 2x6 = simplifico la raiz con la potencia

x

i

(ak z)m T ¥

J | | il A
- fﬁ
—_—— g — ‘ X;

EJERCICIO N°14: Hallar Ia minima expreS|on apllcando las propu—lz-dades de Ia potenC|aC|on

: f
{ ¥ ; ) - iony b SRtTTES R SR S .J_....._,.-
J(X’ l(x ‘)2 = ; L A T
3)(b% Z;Sbﬂ: te j; o
ittt

| |
! ; i
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EJERCICIO N°15: Hallar la minima expresion apllcan_([jo las prooie?aqes de la
bododsmt f AV [ P i T EE T
{ 1)\45%73}\/&1{%‘ ] ,l ) ,7 LR -
i VHFITT R e o e K e
R VEVETE L L L L L e ]
EJERCICIO N° 16 eso I\L_[gpllcando propledades ‘ ‘ :

P IR T e s e ey S -
1)2 + ,\/‘v‘ Wl Ll [ [ T
= & L SO . _]3: 94 F§+ 32
fJflJ ! | Ll ] T

NUMEROS IRRACIONALES. RADICALES

Los numeros irracionales son aquellos que no pueden ser expresados como el cociente entre dos nimeros
enteros y tienen infinitas cifras decimales no periddicas. |

Como ya se vio, las raices no exactas de nimeros racionales son nimeros irracionales.

Se denomina radical a la raiz indicada de un nliimero o de una expresién, siempre que esta tenga solucién real.

Extraccion de factores de un radical

Existen factores, dentro de un radical, que pueden ser extraidds si el exponente de los mismos es mayor-o
a lo sumo igual que el indice de la raiz. Para ello deben aplicarse las propiedades de la potenciacién y radicacion.
Por ejemplo:

16| 2

g8 (2

4|2

7 2

3 T _ = B
VM16.x' = 1

. . —4

V2t X7 = Factorizamos los nimeros — | 1672

Y23.21.x3. x3.x!  Separamos las potencias con exponente iguales 0 menores

que el indice de la raiz
V23213 x3Vxt =  Aplicamos distributiva de la raiz
2.32.x.x3x= Simplificamos las Raices y potencias

del mismo indice y radicando
2.x2.32.3x= Agrupamos potencias y raices

2.x2.32.x

aplicamos propiedades de raiz y potencia

EJERCICIO N° 17: Extraer todos los factores posibles de cada radical

1) V8 =

2) V0,27 =

5Y Viex' =

6) V9l blc =

- 3)V10.000 =

4) Vit E

7) V -8x6.y5 =

81m11 16 A
8V 125



ADICION Y SUSTRACCION DE RADICALES

i »«41 klf Bs aﬁduéﬁ‘juu‘ul.@fi
Dos radicales son semejantes cuando tienen igual indice y el mismo radicando.
=2 . . ” =] 3= 3 4 “
férminos con rad:cales semejantes: \@y 5V3; -2V2 y 2, 3\/x'3y -8 \4/><_3

Términos con radicales no semejantes: —\77)/ 2V7, 5\/3)/ 7\/5; —4C/§y 9V4 .

Tienen igual indice

RECUERDA!!! / \ .

INDICE *—_ 3\'/—

i

RADICANDO Tienen igual radicando

Adicion v sustraccion de radicales

* Para sumar o restar radicales deben ser semejantes, solo sumamos o restamos los nimeros que
acomparfian a los radicales v dejamos el mismo radical.

Ejemplo: a}x@ + 3‘\1'3 = 4‘\!@
b) 32 —8Y2= 532
¢ Dara los casos en que no sean semejantes se pueden extraer factores como en la actividad N°3 v

convertirlos en radicales semejantes. Se procede de la siguiente manera:
Ejemplo:

5vV2+ 34/8— /32 =

S*JE + 3@ —+/25 = Factorizamos todos los nimeros

5v2 + 3./22.21 — /22,22 21 — Separamos las potencias

5v2 + 3\;/_ V2 - \;/2_2\;{_ v/_ Aplicamos distributiva de la raiz
5vV2—3.24242.242= Simplificamos las raices con las potencias

52 — 62 + 442 = multiplicamos los n° que estan fuera de la raiz
3+/2 sumamos y restamos los n° que acomparian a los radicales semejantes

EJ ERCICIO N°18: Sumar y restar los sngwentes radicales semejantes

D2+ VD - 5V o | 2) Vi + 2k = 3Vx =

EJ ERCICIO N° 19 Resolver Ias S|gwentes sumas y restas :

I)VQ—Z\/‘+\G—\/B= 3 4)49y8+627y12=
2) Vox — V2bx +

3)3VI8 —11V2 + 2V50 =

Ejemplo: vV v 3. \/’_ Son semejantes

s)éjl.__é—émﬂsiz
2N 27 3 125

6) V3ia® + Vg’ = Visgi =

14



Multiplicacion de radicales de igual indice

La operatoria con radicales cumple con las siguientes propiedades.
* Propiedad distributiva de la multiplicacién y divisién respecto de la suma y resta:

u(bic)=(b*_'g)u=ubiuc Abxe):a=b:a*xc:a

* Cuadrado de un binomio y diferencia de cuadrados:

(@xb)*=0q®+2ab+ b> A (a+ b)(a—b) =a®— b’
Ejemplos:

QV2(V2+VB8) =VaV2a + VaVE=VE+VIE=2+4=¢
b)(Vﬁ;Vﬁ):ﬁ=V7§:ﬁ.—Vﬁ:ﬁ¥Vﬁ—V§=5—3=2
(V3= VB = (VA — 2V3VE + (VB = 3 — 2VIE + 5 = § — 2VT§
d)(\/§+\/§)(\/§~\/§)=(\/§}2—(\/§)Z=8~3=5 |

EJERCICIO N°20 : Resolver las siguientes multiplicaciones y divisiones

® Resuelvan las siguientes multiplicaciones.

ofse s =) - - [4)V3(VE — V) + V98 =

2) Voo Viab Voab = 5) V6(V3 — V2)? =
5 : ' 6) (V15 —V135):1/5 =
3),2\@:(-3\5/:2) = | | V8.43
A e

RACIONALIZACION DE DENOMINADORES )
RACIONALIZAR UN DENOMINADOR SIGNIFICA TRANSFORMAR UNA EXPRESION CON
DENOMINADOR IRRACIONAL EN OTRA EQUIVALENTE CON DENOMINADOR RACIONAL.
1
Por ejemplo: En la expresién YZel denominador V2 es un numero irracional, entonces el
objetivo de racionalizar el denominador es transformar esa expresion en otra similar donde ya no

aparezca el radical V2 en el denominador.
Veamos a continuacion algunos ejemplos de cémo racionalizar un denominador

PRIMER CASQO: Cuando en el denominador hay un solo radical.
1

EJEMPLO 1: Racionalizar el denominador de la expresion vZ

Para que no aparezca V2 en el denominador, el dos tendria que estar elevado al cuadrado,
entonces simplificamos raiz con potencia y problema resuelto. Ahora nos preguntamos, ¢como
hacemos para que el dos quede elevado al cuadrado?

Si multiplicamos el denominador por ﬂ tendriamos ‘VE‘\JE, que es lo mismo que V2 .2. Luego por

propiedades de potencia sumamos los exponentes 22, y finalmente Simpliﬂcamcﬁld 22'= 2

15



Pero debemos transformar la expresion en otra expresién equivalente, para ello se debe
multiplicar numerador y denominador por el mismo numero, en este caso multiplicamos

numerador y denominador por

I &)=

V2

. Esto es:

Multiplicamos numeradory denominador porv2

Multiplicamos numerador con numeradory denominador con denominador

Aplicamos propiedades de raices

=
Z_ o

vz vz

1.42

—— — ——

VZ A2

vz

2.2 »

V2

\"IT T —

Aplicamos propiedades de potencia

T

EJEMPLO 2: Racionalizar el denominador de la expresion
Para que no aparezca la raiz en el denominador, el dos tendri

5 5
Entonces multiplicamos el denominador por ¥ 24 » que es lo mismo queV 2. 2%, Luego por

5
propiedades de potencia sumamos los exponentesy 25, y finalmente simplificamos

A2#=2

Simplificamos raiz con potencia

3
=
)

D pa

que estar elevado a la quinta.

Pero debemos transformar la expresidbn en otra expresion equivalente, para ello se debe
multiplicar numerador y denominador por el mismo numero, en este caso multiplicamos

5
. S L
numerador y denominador por 2% Estoes:

—| Multiplicamos numeradory denominador por 1,24

Multiplicamos numerador con numeradory denominadorcon denominador

Aplicamos propiedades de raices

Aplicamos propiedades de potencia

Simplificamos raiz con potencia

16



7

. . . ., 5\,-'8 xz B
EJEMPLO 3: Racionalizar el denominador de la expresion :
Lo primero que debemos hacer es factorizar el 8, es decir, escribimos el 8 como 23. Luego

tenemos

7
V23 x2 -
Para que no aparezca la raiz en el denominador, el dos y “x” tendrian que estar elevados a la
quinta.

5 5
Luego debemos multiplicamos el dencminadcr‘v'{za.xz por ‘\!'{22 . x3 » que es lo mismo

5 5
que‘\f{za.xz .22 x3. por propiedades de potencia sumamos los exponentesV 25 . x5,

5
y finalmente simplificamos 25 . xS =2.x
Pero como debemos transformar la expresion en una equivalente, multiplicamos numerador y

. . , 32 3
denominador por el mismo nimero, en este caso por 2°. x°  Estoes:

8. x?
7 -
= —» Factorizamos el 8
327 &2
Y o — 5
v2©. x — — | Multiplicamos numerador y denominador por '\F22 . x3
V2T 27 T327. a3

7. 327 3 - - -
: : — & | Multiplicamos numerador con numeradory denominadorcon denominador

5
V23 a2, 322, %3

7. 773
. . —— | Aplicamos propiedades de raices

V23 x2, 22 x3

— —— | Aplicamos propiedades de potencia

— 4 | Aplicamos propiedad distributiva de la raiz

Simplificamos raiz con potencia

|
\d

SEGUNDQO CASQ: Cuando en el denominador hay una suma o resta de uno o dos radicales
de indice dos.

4

EJEMPLO 4: Racionalizar el denominador de la expresién V5-43

4
V5 -4/3 - - —
Comoen el denominador tenemos una resta de radicales, multiplicamos
4 JE+43 numeradory denominador por la sumavV5+V3 (sien el denominador aparece una
— —  — — = — - g -
V5 -3 V5+43 suma de radicales entonces multiplicamos porla resta de los radicales).

4. (+5+43
— E” 4\'_} —— — —*| NMultiplicamos numerador con numeradory denominadorcon denominador
(vV5-43). (f5+43)

17



4.4V54+4.4/3 B
VE. VB +v5. V3 -v3.4/5-V3.43

Aplicamos propiedad distributiva

4.45+4. 43
Vs V3 = — Multiplicamos los radicales
¥5.5+45.3-43.5-/3.3
4.45+4.43
W25+ 415 -415—4/9
4.V5+4.43 Cancelamos los radicales semejantes de distintos signos, en este caso
T = ——* | cancelamos+V15con -V15 y resolvemos las raices que se puedan.
4.45+4.43
2
o . V2-1
EJEMPLO 5: Racionalizar el denominador de =
4+ /b
2-1
4+f€
Como en el denominador aparece la suma 4 + 6 entonces multiplicamos
V2-1 4-46
. = —*| porlarestad — V6.
4446 "4-46 g

GZ-1). 4-6) _
(4+46). (4-V6)

—| Multiplicamos numerador con numeradory denominadorcon denominador

VZ 4-V2.Ve-1.4+146

Aplicamos propiedad distributiva en el numeradory denominador
4.4-4.V6+V6. 4—6. 6

4 .v@—vﬁ—4+w‘?
16— 46+446—36

= —— | Multiplicamos los radicales

4 F—12-44E Cancelamos los radicales semejantes de distin_tus signos, en este caso
= * | cancelamos +4V6 con -4V6 y resolvemos las raices que se puedan.

16=6

4 A2-12-4+6
10
EJERCICIO N°21: Racionalizar los siguientes denominadores

2 Dye=- 3 :

VEFT Ve 2N
4 )37 = 2 e CI
2 L Vit MuavE

5 At = VZ-1 VZ+6
i 5 E i) ——== N——=
R +y 1+3 V32

18



EJERCICIO DE REPASO
EJERCICIO A: Extraer todos los factores posibles de cada uno de los siguientes radicales

a) V27 =

b)y/625. y* =

-

:]4|32.|:113
c) |———
| 15
wEl.b

E~|1v|5.:n::1“_

| 125
d)
EJERCICIO B: Resolver las siguientes sumas y restas de radicales

a) V2—a3+5vV2— 243 =

b) {/16.y +/49.y — /169.y =

c)4/180.a3 — /80.a% — /45.a% =
d) 81.b%— 324, p* —3/192.b% =
EJERCICIO C: Resolver las siguientes multiplicaciones y divisiones de radicales

a)Vz. [:\-"'E + M"ﬂ) =

b) [\-‘E— "E):\-"E =
EJERCICIO D : Racionalizar los siguientes denominadores

3 —
532

a)




UNIDAD N°3 NUMEROS COMPLEJOS

Vamos a resolver la ecuacién X?>+9=0
22+9=0
x2=-9
x=v-9
Vemos que no tiene solucién en el conjunto de los numeros reales. Entonces se define el “nimero
imaginario” la pregunta seria, § Como se hace?

Debemos escribir -9 como 9.(-1) y aplicar distributiva de la raiz. Esto es:
x=+v-9
x=9.0 D
x=v9.J/-1
Sabemos que V9 = +3 y a V-1 le llamamos "i". Entonces:
V—1 =iolo que es lo mismo que i* = —1

Luego x = V9 ./—1 seralomismoque x = +3 . i

LOS NUMEROS IMAGINARIOS son todos los nimeros de la forma b. i donde bes un niimero
real e ila unidad imaginaria, con la propiedad de que i* = —1.

Los numeros imaginarios junto con los nimeros reales forman el CONJUNTODE LOS
NUMEROS COMPLEJOS, que se simboliza C.

En el campo de los nameros complejos todas las operaciones son posibles, salvo la division por
cero.

. _

Resolvamos ahora la ecuacion X~ —8.x +25 =0

Como se trata de una ecuacion cuadratica trabajaremos con la formula resolvente donde
a=1,b=-8yc=25

—b i-\sz — 4ac
*= 2a

(-8 +/(-8)2-4.1.25
= 2.1

8 +464 -100
2

_ 8+V-36
2
Como en el caso anterior debemos escribir -36 como 36 .(-1) y aplicar distributiva de la raiz.

20



_8+v36.V/-1

X
2
8+6.i
x =
Sabemos que v36 = +6 y como av—1 le llamamos "i". Entonces 2
8+6.i 8—-6.1
; . X1 =5 ¥ xz2+=
Asi obtenemos las dos soluciones 2 2
También podemos aplicar distributiva del denominador
8 6.i 8 6.i
x = — _ X e
1Tt YT

Simplificando
x1=4+3.iy x,=4—-3.i

Ejercicio N°22: Resolver las siguientes ecuaciones
a)x* +16 =0 c)x?+2.x=-5

b)5x* - 6.x+5=0 d)x2+4u:_g

Obtenemos dos soludones de la forma: @ + b.i,donde a y b son nimeros reales

eieslaunidad imaginaria. A estos numeros los llamamos NUMEROS
COMPLEJOS escritos en forma binémica.

En un nimero complejo dado en forma binémica a + b.i |, a recibe el nombre de COMPONENTE
REAL y b recibe el nombre de COMPONENTE IMAGINARIA.

5ib=0, entonces el nimero complejo solo tiene parte real. Por ejemplo: 3+0. es lo mismo que 3

5ia=0, entonces el numero complejo es imaginario puro. Por ejemplo: 0+4. es lo mismo que 4.

Nota: Todo namero real es complejo cuya componente imaginaria es cero
Ejercicio N°23: Completar el siguiente cuadro

Numeros complejos
Forma Par Componente Componente
Bindmica Ordenado Real Imaginaria
—3-2.i
(5:7)
1+5.i
(0:2)
0 1
2
-7 0
1—-1i

DIAGRAMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Por ejemplo:
+ Elndmero 3 es un nimero natural (IN), entera (), racional (@), real (IR} y complejo ()
+ El numero -5 es un numero entero (&), racional (@), real (IR) y complejo (T)

7
+« Elnimero ;es un numero racional (@), real (IR) y complejo (€)

» El nimero 42 es un nimero irracional (1), real (IR) y complejo (T)
+ Elnimero —3.i &s un nimero solamente complejo (T )



Ejercicio N°24: Marcar con una “x” segun corresponda

N° IN Z Q I IR C
-5

—49

REPRESENTACION GFRAFICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
Como sabemos los nimeros reales completan la recta numérica, por los tanto los nimeros
complejos no reales deben representarse en el plano.

Los niimeros complejos @ + b. i se representan graficamente de la misma manera que los
pares ordenados de nimeros reales (a; b).

Porejemplo:

Z,=2i-5Z;=0+2.i -(0;2)
Z,=1-2.i - (1;,-2)
Z;=2+3.i - (2;3)

Z,=-3 5Z,=-3+0.i - (-3;0)



E:-::Jm[::n-::mt'}m;jt'eIr “
Imaginaria 7
34 s -
29
(a;b)
b L e e N |
!
_.' T D T '!' T
=3 2 1 (] 1 2 3 4 x
Componente
-1 Real
-2 o
==

REPRESENTACION VECTORIAL DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
El punto (a; b) del plano determina un vector con origen en el punto (0;0) y extremo en (a;b). Asi a
cada numero complejo le corresponde un vector y a cada vector un nimero complejo.
y

Componente
Imaginaria

Componente
=3 Real

Ejercicio N°25: Representar graficamente cada uno de los siguientes numeros complejos como
par ordenado o vectorialmente.

1
Z1=;—2.i £z =-3—1i Zs=2+6.10 Z;=—-1-3.i Zo =14
Z,=4.i Zy=—4+2.i Zg=3—-14.1 Zg=5+1i Zyo=1i

OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

A) Suma y resta: Para sumar o restar numeros complejos se suma o restan por un lado las
componentes reales y por otro las componentes imaginarias.

Por ejemplo:
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e (—345.0)+(@2—-6.1)=

—3+45.i+2—-06.i= — al tener signo + delante del
paréntesis quedan con el mismo signo

—1—-1.i= —opero—3con2da—1y5icon—6.ida—1.i

1-1i — 1.ies lomismo que i

o (245.0)—-(5+2.0)=

24+5i—-5-2i= — al tener signo — delante del
paréntesis cambio el signo

-3+3.i
B) Opuesto: El opuesto del complejo Z se simboliza —Z y se obtiene cambiando el signo de la

componente real e imaginaria.
_ Si el nimero complejo es Z = —3 + 5.i entonces suopuestoes —z=3 —5.i
Por ejemplo:
C) Multiplicacion:
e Para multiplicar dos numeros imaginarios se procede de la siguiente manera

(—3.1).(5.1) =

(—3.5).(i.i) = — se multiplican los nimeros reales por un lado
y por otro launidad imaginaria

—15 . i* - —3por5da—15eiporida i
—15.(-1) =15 - como i’ = —1reemplazamosi* por — 1

e Para multiplicar dos numeros complejos se aplica propiedad distributiva
~— N

AT vV
(4+3.0). (7-2.i) =
N~
4.7 — 4.2+ 3.7 — 3.i.2.i= - Distributiva

21 — 8.i + 21.i — 6.i2 =— multiplicamos en cada
término como en el caso anterior,
por un lado nimeros reales
y por el otro launidad imainaria

21 + 13.i — 6.(—1) = —» Agrupamos los términos
semenjantes,es decir — 8.i con 21.1
yreemplazamos i* por — 1
21 +13.i + 6= — Resolvemos — 6 por (—1)

27 + 13.i = — Agrupamos 21 con 6 y da 27
D) Complejos Conjugados: Dos numeros complejos se llaman conjugados cuando tienen
componentes reales iguales y componentes imaginarias opuestas. El conjugado del complejo Z

se simboliza Z y se obtiene cambiando el signo de la componente imaginaria. B
Por ejemplo: Si el nimero complejoes Z = —2 — 8.i entonces suconjugadoes Z = -2+ 8.i

Ejercicio N°26: Completen el cuadro y respondan:
a)¢,Qué obtienes al sumar nimeros opuestos?
b)¢,Qué obtienes al multiplicar complejos conjugados?
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NI

Z iy Z Z+(-7) Z.

|

7+4.i

Ejercicio N°27:
Representar vectorialmente el complejo Z = 4 + 3. i, su opuesto — Z y su conjugado Z.
Queé conclusiones sacan?

Ejercicio N°28: Resolver las siguientes operaciones

1
a (-3+D+(-3-D= ¢ B-i)-8-21=° )(8+2'i)'§'i:m ) (9.1)% =

G -30+@-20= o 3420 @-20)=0 TD.(9D=n 5_2%=
Ejercicio N°29: Dados los numeros complejos Z; =4 +3.i , Z, =1—-5.i yZ;=-2+1.
Resolver las siguientes operaciones:

a)Z1 +Zz = b)ZZ —Z3 = C)Zl + Z3 = d)Zl _ZZ = C)Zl.Z3 = d)21Z2 =

E) Potencia de la unidad imaginaria: Para resolver las distintas potencias de la unidad
imaginaria (iﬂ, il i% i3 i i5,etc.) vamos a descomponer las potencias de "i" en

productos de potencias de igual base y teniendo en cuenta que iZ=-1

3

Porejemplo i° = i%. il =

=—-1.i=—-1i
Ejercicio N°30: Completar el siguiente cuadro con las doce primeras potencias de la unidad
imaginaria:

iﬂ il i2 i3 i‘l- i5 i6 i'? i3 i‘J‘ ilﬂ ill

Observar la tabla anterior de las sucesivas potencias de la unidad imaginaria ¢ Se repiten? ¢Qué
regularidad observan?

iA TENER EN CUENTA!

=1
il=i

i -1

2 =—i

Meétodo practico: Utilizando la regularidad observada, es decir, que las sucesivas potencias de la
unidad imaginaria se repite cada 4 veces, podemos calcular ofras potencias de "i".

Por ejemplo:
Para calcular i%? ,como la potencia de la unidad imaginaria se repite cada 4 lugares, dividimos

22 en 4, en esta potencia va a ser equivalente la potencia de exponente igual al resto de la
division.
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22 | 4 Luego i%% = i% y como sabemos iZ = —1 entonces i2% = —1

iO_ S Veamos otro ejemplo:
2 —resto Para calcular i1%3 dividimos 123 en 4.
_123 |4
iz% regtoo Luego i1%3 = i3 y como sabemos i3 = —i entonces i1%3 = —i

F) Division: Para dividir dos numeros complejos en forma binébmica se multiplica y se divide por

el conjugado del denominador.
1-2.i

Por ejemplo: Para resolver . COmo tengo en el denominador una resta, se debe multiplicar y
dividrpor 1 + 3. 1.

1-2.1 1-21 1+3.

1-3.i 1-3.i 1+3.i

_(1-2.0.(1+3.0)

- (1-3.0).(1+3.0)
1.1+ 1.3@-2i.1-2..3.i
1.1+ 1.3.i-3.i.1-3.i.3.i

1+ 3i-21i-6.0°
1 + 3.i-3.0 -9.i2
1+ 1i-6.(-1)

1+ 0. -9.(-1)

1+ 1i+6
149
7+ i
10
7 1
_E+E.I
Ejercicio N°31: Indicar el valor de las siguientes potencias.
a) i'8 = c) i% =
b) i*1 = d) i21 —
Ejercicio N°32: Resolver las siguientes divisiones.
) 4—i 2
a .= c) ——=
11 ) 2+3.i
2-3.i d) —3 —
b) 53—~ 2—i
+ i
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EJERCICIOS DE REPASO

Ejercicio A:
a) Completar el siguiente cuadro
Mumero Forma Par Componente | Componente | Conjugado | Opuesto
Complejo | Bindmica | ordenado Real Imaginaria
Zi S .
——3i
2 -
Zs 3+
Z3 -1 -3
Y 3-
s 21
Zg (-1;0)

b) Representarvectorialmente cada uno de los complejos anteriores en un mismo sistema.

Ejercicio B: Dados los ntimeros complejos £1=2-31;  Zz=-3+0I,  Zs=14 ¥ Z4=2+,
Resolver las siguientes operaciones:
a) Z3.Za+ (Za¥ —2Z4= )Z,+Z, = e)Z,.Z,=
Z2 , 74 107 _ V4
b)z$+23+z = d)Z;—Z, = f.)z‘}—
Ejercicio C: Marcar con una cruz al conjunto numerico que pertenece cada nimero
N° IN z Q Il IR C
i'Z
Y-16
Y3
0
2-i
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Unidad N°4: Polinomios
EXPRESIONES ALGEBRAICAS. POLINOMIOS

Una expresién algebraica es ung combinacién cualquiera y finita de nidmeros, de letras, o de nidmeros y
letras, ligados entre si con la adicién, sustraccidn, n7ultiplicacio'n, divisién, potenciacién Y radicacién.

—
a) 2x + 3* b) 5x° +6x — % ‘c)\x\% d)}(\_\é—i e) V2x — %x"

- Los ndmeros son los coeficientes, y las letras, las variables o indeterminadas.
En este capitulo se estudiardn expresiones algebraicas con una sola variable (x).

Silavariable no estd afectada por una raiz o como divisor, las expresiones algebraicas son enteras y se
denominan polinomios.

Los ejemplos ¢) y d) no son polinomios; sfloson a), b) ye).

Segin la cantidad de términos, un polinomio se deriomina:

S _ 1

monomio, si tiene un solo término Exs :

binomio, si tiene dos términos (4x* +.5);

trinomio, si tiene tres términos (3x — 8 + xY) y

cuatrinomio, si tiene cuatro términos (2x5 — 2+ 7— xz).

Los términos que tienen la misma variable y exponente son semejantes.
- 2 12 ;
Los términos 4x » T 9 X Y X" son semejantes.

Se denomina grado al mayor exponente que tiene la variable de los términos con coeficientes no nulos de
un polinomio.

a) P(x) = 7x + 6x% — x*; grado: 5. b)0(x) = 4 — x + x’; grado: 3. ¢) T(x) = 5; grado 0.

Se llama coeficiente principal al que multiplica a la variable de mayor exponente.
a) S(x) = x + 5x° — 2x%; coeficiente principal: =2.  B) T(x) = x° — gy* + X; coeficiente principal: 1.

Al polinomio cuyo coeficiente principal es 1 se lo denomina normalizado.
. Un polinomio estd ordenado si sys términos estdn ordenados en forma creciente o decreciente respecto de
los exponentes de la variable.

u)H(x)=3x4+%x3—%x2+x—l l))J(x)=4-+-x+-;-x2—%x3 DI)=x"— 22+ 7

Un polinomio estd completo si tiene todas lqs potencias decrecientes del grado.

@) R(x) = 6x* — 553 + 2 — $x = 1; estd completo. b) 0(x) = x* — %xz = 3; estd incompleto.

Para completar un polinomio se agregan los términos que faltan con coeficiente cero.

QM) =2+ 36" — 1 = 38 + 0 + 3¢ 4 0 & 0x — 1

BYN(x) = dx* + 2% = 43 + 03 + 22 + 0x + 0

) K(X) =x*— 3 = xb'+ 15 + gy + 0 + 0x® + 0x — 3

: o iciente

EJERCICIO 33: Clasificar de acuerdo al nimero de terminos, indicar grado, coeficie
principal y término independiente de Cada_p()“nomlo ; )
DP =6+ +3x—x 200 =7"-2"+4  ZRE) =0 — x + 5
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EJERCICIO 34:

® Marquen con una X las expresiones algebraicas que son polinomios.

DICEDIED RLETIEE 5) \/’M 3
2 Vaxi—5 1 D Es-2 6« -2
EJERCICIO 35: ”
® Ordenen y completen cada uno de los siguientes polinomios.
D5t~ | | -2+ ==
- +xt+ 2= x— W+ —1=
EJERCICIO 36: |

e Indiquen el grado de cada uno de los siguientes polinomios.

1) 3% = 2x — x* 2)x’ = 2" 3) -+ 6 4+ 0x° 4)x + 3°

ADICION Y SUSTRACCION DE POLINOMIOS
La suma de varios monomios semejantes es otro monomio semejante al dado, cuyo coeficiente es la suma

de los coeficientes de los monomios dados.

(:|)2x3'-%-x3+6x3=9’x3 | l:)6x5+~1-x5+x5=155

5 5 X e)x+x+x+x+x=5

Para restar dos monomios, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.
P(x) = 6x* A0 (x) = -3x*= P(x) — 0(x) = oxt + 3xt = 9t

Reducir un polinomio es sumar o restar sus términos semejantes.

4 B 5 1.4 4 3 ¥ .5 g 2.4 3
a)2x + 3x +x—x = 2"+ 3x b)x—gx +x +x =6 =x+ 3x" — 5
Para sumar varios polinomios entre si, se completan y ordenan, luego se encolumnan sus términos seme-
jantes y se suman.

a) Dados: P(x) = -3 + 2= 5x°+ x* b) Dados: R(x) = x> — x + 1
Q(x)=-9x3+x2+x—l T(x)=-x+2—5x2
P(x) + 0(x) R(x) + T(x)
; X' = 5+ 2P+ 0x—3 X — x+1
+ x'— %+ X+ x—1 + _ -5 — x+2
' — 14+ X+ x—4 -4 — 2 +3
Para restar dos polinomios, se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.
a) Dados: [ M(x) = 2 +x—2 b) Dados: Alx) = -2x + 3 — ';'XS aal
N(x) = 5% + 1 Cx) = 3x — 5 — x* + 2
M(x) — N(x) A(x) — C(x)
2+ x—2 o —id 43— —7
+ K+ 0x—1 $

+ =0+ -3 —2

X+ x—3 1
x4—5x3+8x2—5x—9



EJERCICIO 37: Resolver las siguientes operaciones2
a)—3.x+x—5x+x= b)4.x? + 6.x? —3.x

EJERCICIO 38: Dados los polinomios
P(x)= —2.x3+x*-5x+3; Q(x)=3.x—4+5x3—2.x> y R(x)=x*>—-5.x+2

Resolver las siguientes operaciones:

a) P(x)+Q(x)= b) P(x) _ Q(x)= ¢) P(X)+R(x)= d) R(x)_Q(x)=

MULTIPLICACION DE POLINOMIOS

Para multiplicar dos monomios se deben multiplicar los coeficientes y las indeter- i i
, G : : . - X.Xx =x
minadas entre si, aplicando la regla de los signos y las propiedades de la potenciacién.

@) (3)(29 =6x"  b) (10x")(-5x) = -50¢  ¢) 4 (%) = -4 d) (-6x%)(-3:3) = 18¢/

Para multiplicar un polinomio por un nimero real, se aplica la
propiedad distributiva de la multiplicacién respecto de la sumay resta.

—3<x3 + 20+ 3 — 4) =3+ (92 + (Bx — (34 = -3 — 6 — x + 12

a(b = ¢c) = ab * ac

Para multiplicar dos polinomios se aplica la

propiedad distributiva, efectuando luego (a +b)(c + d) = ac + ad + be + bd
la multiplicacién de monomios.

Dados: P(x) = 2x* = §x + 2y Q(x) = 3« — "
P().Q0) = (2x* — 5x + 2)(3x2 — x)

= @@ + 280 + (506 + (-5 (%) + 2(88) + 2(-x)

= 6x" — 2¢ — 15 + 5 + 6x2 — 2y
P(x).0(x) = 6x* — 17x* + 11x% — 2«

Producto de la suma de dos términos por su diferencia

€l producto de la suma de dos términos por la diferencia de los mismos, es igual a la diferencia de los
cuadrados de dichos términos. ’

(@+b)a—b)=0a"—ab+ba— b? = o — b?

gf"‘*“—“?rﬂ"i"""-h'- s ——\‘ 'rﬂ-‘:-t"-"'?"”.“3’7"&""‘,“;"",,_‘}
@+b)a—b)=d —p |

i
¢

@) (x+ 4)(x —4) =x* —dx + 4x — 16 = % — T

b) (¢ + 5x)(" ~ 5x) = x* — §:° +.55° — 25x* = x* — 25¢°

EJERCICIO 39: Resolver las siguientes multiplicaciones de monomio4s .
a) (2.x2).(—6.x) = b) (—3.x2).(5.x%) = ¢) (—4.x%).(6.x°) =

EJERCICIO 40: Aplicar distributiva y resolver

a) (-2.x).(-3.x% + 5.x%) =

b) (6.x3 —3.x* +12.x).(—x?) =
Ox—3).(x+3) =

d)(4.x2 —3.x).(4.x2 +3.x) =
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EJERCICIO 41: Resolver las siguientes multiplicaciones de polinomios
D& —x+1)& 5%
D= = x+ D= +x—2)

DIVISION DE POLINOMIOS
Para dividir dos monomios se deben dividir los coeficientes y las indeterminadas

tre si, aplicando la regla de los signos y las propiedades de la potenciacién. B =
a)(4x%):(2x) = (4:2)(x*:x) = 2x° &) -6x%:(3x) = (-6:3)(xE:xd) = -2
) x*:(-8¢) = [1:(-8)1(x'’) = - 3 d) (-10:%):(-2¢%) = [-10:(-2)1 (&) = 5¢°

Para dividir un polinomio por un monomio, se aplica la propiedad distributiva. (a % b):c = a:c % b:ec

a) (24x° — 16x° + 12x% — 4x):(-4x) = 24:(-4)(:C:x) ~16:(-4) (:x) + 12:(-4) (x%:x) + (-4):(- 4)(x X)

= -bx* + 4% — 3x + 1

b)(2x6+5x5+x3+; 2+6x)( )=4x5+10x4+2x2+x+12.

Para dividir dos polinomios:
« &l grado del polinomio dividendo debe ser mayor o lgual que el grado del polinomio divisor.

« &l polinomio dividendo debe estar completo y ordenado en forma decreciente.
« &l polinomio divisor debe estar ordenado.

Dlwdendo Dmsor
P() 0x , |
R(i) lﬁ P() = €(x).0(x) + R(x)
7 N ' :
Resto Cociente

Ejemplo: |
Dados: P(x) = 2x — 3 + 2x'y 0(x) = -2x + x%.
Hallar P(x):0(x).

€l dividendo debe estar completo y ordenado: P(x) = 2x* + 0x° + 0x* + 2x — 3.
€l divisor debe estar ordenado: Q(x) = x* — 2x.

2x+0x+0x+2x—3 Xt — 2x

ot — 48 2% + 4x + 8
4 + 0x* .
T4 — 8x° Coci
> P ociente: C(x)

o8k’ — 16x
18x — 3 — Resto: R(x)

C(x) = 2x* + 4x + 8
R(x) = 18x — 3
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EJERCICIO 42: Resolver las siguientes divisiones de monomios
a) (8.x2):(—4.x) = b) (-9.x%):(3.x%) =

EJERCICIO 43: Aplicar distributiva y resolver

a) (—8.x° + 6.x2): (—2.x).=
b) (6.x* —3.x%* + 12.x): (-3.x) =

EJERCICIO 44: N
@ Hallen el cociente y el resto de las siguientes divisiones.

1) (2 — 4% — 5x — 3):(x + 1) 3) (5x° — 4x — 3):(x* — x)

REGLA DE RUFFINI. TEOREMA DEL RESTO

¢) (—14.x7):(7.x°) =

La Reglu de Ruffini es un método practlco que se utiliza puru dividir un polinomio P(x) por otro cuya

forma sea x + a.

Da’dos: P(x) = 2x° + 5x2 —x = 5y0x) =x+ 2
Hallar P(x):Q(x), aplicando la regla de Ruffini.

-

Dividendo

€l polinomio dividendo debe estar completo y ordenado.
‘ % 2x +5x* —1x—5

' Se escriben alineados los coeficientes del dividendo.

Dlviser ™\

%+ 2

, = 2 5 & -5
€l coeficiente principal se “baja” sin ser modificado; "
luego se lo multiplica por el opuesto del término indepen-
diente del divisor y se suma con el segundo coeficiente; y ) 4 5 ‘
asi sucesivamente hasta llegar al resto. . - | e > /'
Los nimeros que se obtienen son los coefu:lentes del l_lfl—‘_’l-—*—’s

cociente y el Gltimo valor es el resto.

LC(x) = 2%+ 1x— 3

- Cociente
-

@7

R(x) =1

Resto

Ejemplos:

a) (xsl —x+ 2):(x — 2) " b) (-:l.;x4 — 3t + l):(x +1)

¢+ 0 — Ix + 2 — Dividendo %x4 + 0x* — 3> + 0x + 1 — Di

videndo

1 0 =] 2 % 0 -3 0 1
~ : ‘ ! 3 3 . .
1 3 8 .
& 3z » .8 8 25
) ) 3 3 3 3 - 3
Cociente — x“ + 2x + 3 1 1 3 3 Fe
] 1 4 2 0o o
Cociente — 3 X 7 X 7 X o 3
Resto — 8 5
s Resto — - =

3
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Teorema del resto

El resto de a divisién de un polinomio por otro de la forma x + a, es el valor que resulta de reemplazar la
variable del dividendo por el valor opuesto al término independiente del divisor.

a) Dados: P(x) = 2x* + 5¢% — x — 5yQ(x) = x + 2. b) Dados: P(x) = x? — 2x — 3yQ(x) =x — 3.

El resto de la division P(x):Q(x), se obtiene: El resto de la division P(x):0(x), es:
P(-2) = 2(-2)° + 5(-2)* = (-2) — 5 | P(3) = 3~ 2.3 — 3
P2 =-16+20+2-5=1 PR =9-6-3=0
€l resto de la divisién es 1. Si el resto és 0 (cero): P(x) es divisible por Q(x).
EJ ERCICIQ 45:
o Apliquen la regla de Ruffini en cada una de las siguiente divisiones.
1) (283 3 = Dilei=-p) ] L B2 8 (xH3)
2) 3x* — 2x? — 2):(x + 1) 4) (-x° 4+ 12x° — 15x° — 16):(x + 4)
EJERCICIO 46:
e Calculen directamente el resto de las siguientes divisiones.
1) (58 = 2x + 4):(x + 3) | TR F =)
3
2) (12x* — 5x* + 2x — 5):(x — 2) 4) (ix3 + 4 + 3):(x + 2)

POTENCIACION DE POLINOMIOS
Potencia de un monomio

Para resolver la potencia de un monomio, se debe aplicar la propiedad distributiva (a.b)" = a".b"
de la potenciacion respecto de la multiplicacion y la potencia de otra potencia. (M = x""

(2 =2¢ =1 + BE = 360 = 9

Cuadrado de un binomio

Al elevar al cuadrado un binomio se obtiene un trinomio cuadrado perfecto.

(a + b)* = (a + b)(a + b) = aa + ab + ba + bb = o’ + 2ab + b’

A i N\ ) A e R )

. (a+b)*=d’+ 2ab + b’
| TGS PRI S Skt
Cuadrado de un binomio  Trinomio cuadrado perfecto

A (x+3)P=x2+23x+3F=x"+6x+9
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Cubo de un binomio
Al elevar al cubo un binomio se obtiene un cuatrinomio cubo perfecto.

(a +b)°=(a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)i(a+b)=(a®+ 2ab + b*)(a + b)
(a + b)* = a’a + a’b + 2aba + 2abb + b%.a + b’b = o’ + a’.b + 2a%b + 2ab? + bla + b’
= o + 3a%b + Jab? + b° |

a)(x + 4)° = X + 347 + 3.4% + 45 =¥ + 12:¢ + 48x + 64

b) (2x — 3)° = (2%)® + 3(-3)(2x)% + 3.2x(-3)% + (-3)° = 8x® — 36x% + 54x — 97

EJERCICIO 47:
'@ Resuelvan las siguientes potencias.

L | B . _LSS:
%1)(4x)— 3) 2

2) (-3 = EIERE

EJERCICIO 48:
e Desarrollen los siguientes cuadrados:

1) (x + 5)* =
. 1 2
2)<2X+—2‘) =
3) (x5 = 1)2 =

EJ [ERCICIO 49:
o Desarrollen los siguientes cubos.

1) (4 + )3 =

2) <5x + %)3 =

) E—1)° =
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FACTORIZACION DE POLINOMIOS
FACTOR COMUN

Factorizar un polinomio, de n cantidad de términos, es expresarlo como un producto de polinomios primos.
Factor comiin

Para factorizar un polinomio a través del factor comdn, se debe recordar la propiedad distributiva de la
multiplicacién respecto de la suma o resta.

a(b = ¢) = a.b * a.c (el factor a se repite en ambos términos)

Para extraer el factor comiin, se debe proceder de manera inversa: a.b *+ q.c = a.(b * ¢)
Primero se debe reconocer cudl es el factor que se encuentra repetido en cada término y luego, para
encontrar el factor que va entre paréntesis, se divide cada término por el factor comdn.

€l factor comiin puede ser la variable del polinomio, elevada a la menor potencia, Y/0 el DCM de todos los
coeficientes del mismo. ’

Factorizar los siguientes polinomios:
a) P(x) = 2x* — 4x. v
P(x) = 2x.x—2.2x = 2x es el factor comiin de ios dos términos.

P(x) = 2x(>=< — 2) — Expresion factoreada de P(x) a través del factor comdin.
14

: — Dentro del paréntesis va lo que resulta de dividir cada término por 2x.
b) Pl) = -12¢* + 66 — 156 = 4,335 + 2.3 — 5.3 = 36(-4 + 24 — 5)

Para normalizar un polinomio, se debe sacar como factor comin el coeficiente principal.
1

2 = C
P(x) = 2x* — % =2 —22L o % = 2‘(x2 = %) Polinomio normalizado

EJERCICIO 50: Factorizar aplicando factor comuan
a)24.x° +18.x* — 30.x% =
b)15.x* —21.x3 —9.x =

SUMA Y RESTA DE POTENCIAS DE IGUAL EXPONENT!E' _
Para un polinomio de la forma P(x) = x" % a" existen cuatro posibilidades:

P(x) =x"* a" A nespar

P(x) = x" = a" A nesimpar
EJERCICIO 51: Resolver aplicando la diferencia de cuadrados \
a)x?—1= b)x? — 16 = 0)4.x* —25 = dx*—9 =
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TRINOMIO CUADRADO Y CUATRINOMIO CUBO PERFECTOS

Trinomio cuadrado perfecto

i £ 2ux + o' = {u® o)} e Cuniendle dain Binotilos

expresion factorizada del
Trinomio cuadrado perfecto: trinomio cuadrado perfecto.
desarrollo del cuadrado del binomio.

B e e T ey o e e S 1

X

e,

I 2"'211x+u—(x"'u)(x"'a)—(x"‘a)2 J (x+ a)?= x+ux+ax+0
| S R, e T A - N T R e e 1 |
=x’ + 2ax + o
@) P(x) =x"+ bx+ 9 =x + 2.3x + 3 = (x + 3)°
i l
X 3 A
B) 0(x) =" —dx + 4 = — 2.2x + 2' = (x — 2)? x
e
X

)R() = x>+ 8x + 9 = >+ 2.4x + 3*

- ! (x — a)? X —alx — a) — a(x — a) — o’
x2—ax-i-uz—qx-l-az—a2
= x? — 2ax + a?

I

x 3F4 3
No es trinomio cuadrado perfecto

Cuatrinomio cubo perfecto

X + 3ax® + 3aix + a* (x + a) —» Cubo de un binomio: expresién factorizada del.

cuatrinomio cubo perfecto.
Cuatrinomio cubo perfecto: es el desarrollo del cubo del binomio.

X =3 + 3ax = o = (x + D{xx o)l a) = [k * o) Expresion factorizada

(x+a)=(x+ ok + a)(x + a) (x—a)P=(x—a)(x— a)(x — a)
= (x* + Zax + a®)(x + a) = (x* — 2ax + a®)(x — a)
= x>+ 3ax’ + 3o + ° =x* — 3ax’ + 3o — °

QT6) =X+ 6+ 12x + 8 =¥+ 3.2:% + 3.2%4 + 25 = (x + 2)%
& d
X 2
B)K(M) =5 =3+ 3x— 1= — 3.1 4+ 3.1%x — 1° = (x —1)°
3 L "
X ] -
EJERCICIO 52: Expresen cada trinomio cuadrado perfecto como el cuadrado de un binomio.

1)P(x) = 4" — 4x + 1 2)T() =x"+ 4’ + 4
EJERCICIO 53: Expresen cada cuatrinomio cubo perfecto como el cubo de un binomio.

1) D(x) = x> + 15x* + 75x + 125 2) P(x) = x° — 12x° + 48x — 64
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TEOREMA DE GAUSS

Si el polinomio P(x), de grado n, con coeficientes enteros y término independiente no nulo, admite una

raiz racional % (fraccién irreducible), entonces p es divisor del término independiente y q lo es del coeficiente
principal.

Para hallar las raices racionales de P(x) == " +b" T e T L+ d:
* se buscan los divisores del término independiente y del coeficiente principal.
* se buscan las posibles raices: p — Divisores del término independiente.

q — Divisores del coeficiente principal.

Todo polinomio P(x), de grado n, de n raices reales, puede factorizarse como:

- v e i \  Siendoael coeficiente principal de P(x
PG) = alx — x1)(x = xp)... (x — x,) ces reale i
PRI s © X1; X2;...; X, SUS N raices reales.

Para hallar las rafces racionales de P(x) = 2x* — 3x* — 8x — 3

: s
Divisores del término independiente, (-3): =1, =3 Pos:blles ey ;
Divisores del coeficiente principal, (2): =1, =2 xi=*Lx== e E3im==%5
Se especializa el polinomio P(x) por las posibles raices (x, es raiz si P(x,) = 0).
P(-1) = 0 = x;= -1, es raiz
1 . .
P(-E) =0 = x = "5 es raiz
PB)=0=>x3=3,es raiz
P(x) =2 — 3! — 8x — 3= P(x) = 2(x + l)(x - %)(x —3)
Un polinomio P(x) tiene una raiz miltiple si al descomponerlo en funcién de sus raices hay factores
iguales; el orden de multiplicidad de la misma estd dado por el exponente del factor.
Polinomio factorizado Raices Multiplicidad
Pi(x) = 2(x + l)(x + )(x — 3) x;==1A x= '-;- A x3s=3 Tres raices simples
Po) = (x+ 1% = (x+ D(x+ 1) X] =% = "1 Una rafz doble
: Ps() =(x—2°=(x—2)(x — 2)(x — 2) X=X = X3 = 2 Una raiz'triple
Pix) = (x + 2)2.(x — 1)° X == RART R~ 1 -2, raizdoble y 1, raiz triple
Ps(x) = x*(x + 3) = xx.x(x + 3) X1 =X =x3=0Ax3="3 ! 0, raiz triple y =3, raiz simple
EJERCICIO 54:

e Hallen Ius ralces de Ios s|gu|entes polmomlos y factorlcenlos. 1 I H“ e

i i

1) PI(X) =+ 4 -—x—-6 T R = —3x+2
2)Py(x). .—.—T..'4x3 +) 7x— SEEE NN S)Ps(x) =k 6k e e 9

:3)§P3(X)
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ECUACIONES DE GRADO MAYOR QUE DOS

Para encontrar el o los valores de x para los cuales P(x) = -16, siendo P(x) = x* — x* — 16x, se debe
., 2
plantear la ecuacion: X —x* — 1l6x = -16.

Para resolver este tipo de ecuaciones, hay que igualarlas a cero: X —x*—16x+ 16 =0
Luego factorizar el polinomio resultante:

(¢ —x%) — (16x — 16) = 0
“ix—1)—1,6(x—1)=0

(*—16)x—1)=0
x—4)x+4)x—-1)=0

Aplicar la ley de nulidad del producto:
Para que un producto sea cero, tendrd que serlo al menos uno de los factores. ab=0sa=0y b=0
x—4=0y x+4=0y x=1=0
x=4 v x =-4 v x=1

Lasrafces de R(x) = x* — x> — 16x + l6son:x; = 4,x, = -4 y x3 = L.

Para verificar las soluciones, se reemplazan los valores de x en P(x): /

Se debe verificar que P(x,) = = xt— l6x = -16

P(4) = 4° — 42 — 16.4 P(-4) = (-4)° — (-4)* — 16.(-4) P() =13 —1"—16.1
P(4)=64—16—64  P(-4)=-64— 16 + 64 Pl = 1108
P(4) = -16 P(-4) = -16 P(1) = -16

Por lo tanto: S = {-4;4;1}

Hallar x, tal que P(x) = -

a) P(x) = X +x* + x b)P(x) =x +x+1

A x=-1 X+x+1=-]1

CHC+Fx+1=0 CAHx+1+1=0

CH+x)+x+1)=0 CHx+2=0

x4+ 1)+ x+1)=0 1 0 1 2
+Dx+D)=0=>xX+1=0yx+1=0

) L= -1 ol -1 1 -2

l1- -1 2 [o

Verificacion:
P(-1)= (-1)° + 1)% + (1)
P(-1) =-14+1—-1= p(-1) = -1 =x+2)x+1) =0
La solucién: S = {-1} x+1=0 = x=-l
s = {-1}
EJ ERCICIO 55 Resolver cada una de Ias S|gwentes ecuamones
1)“_# bl h ] | 3)x~’— -4k 2x+ =1

_—:8x +3x 1
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) UNIDAD N°5: FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA
FUNCION EXPONENCIAL

COVID-19 y las matematicas: En tiempos de pandemia se pudo observar que el crecimiento de
contagio de la enfermedad COVID-19 causada por el virus SARS-CoV-2, se comportaba de una
manera que puede ser modelada muy bien con funciones exponenciales. Por ello, se hablaba que

el crecimiento de contagios era exponencial. Y dado que estamos hablando de funciones que
crecen de una manera pavorosa en poco tiempo se observo que el resultado fue grave. Se

publicaron en distintos medios muchos gréaficos que ilustraban como fue creciendo el nimero de
casos de contagio comprobados, uno de ellos es el gréafico de la funcién f (t)= 1,24! que muestra
como crecid el numero de infectados en funcién del tiempo (en dias) que transcurrioé en el mes de

marzo de 2019.

Ejercicio 56: a) Confeccionar una tabla como la que se muestra a continuacion, donde
asignamos valores a “t” y calculamos la cantidad de infectados usando la férmula.

Tiempo (t) Total, de infectados
en dias
0

5
10
15
20
25

([t}

b) Representar los datos de la tabla en un sistema de ejes cartesianos. (Nota: En el eje “X” 0 eje

horizontal representamos el tiempo, en dias, y en el eje vertical o eje “y” representamos la
cantidad de infectados.

_— Modelo exponencial COVID19 - Argentina
o Total de infectados

Modelo exponencial

500 .
400 f ft) = (1.24)!
300 r
200

100

5 10 15 20 25
Marzo

La funcion f (t)= 1,24' recibe el nombre de funcién exponencial. En general:

La funcion exponencial es una funcion de la forma f(X): k ax, con a>0, a#0, a#1 y k#0
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< Crecimiento y decrecimiento exponencial

EJERCICIO 57: a)Pada la funcion f(x)= 2* (donde k=1y a>1) Completar la tabla:
X y
-2
A
0
1
2

X
b) Dada la funcion g(x) = G) (donde k=1y 0<a<.1) , Completar la tabla:

X Yy
-2
-1
0
1

2

c) Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos los datos obtenidos en cada tabla.
d) Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

Dada la funcién exponencial f(X)= k. a¥ {con a=0, a0 y k#0):
+ Sik=1 entonces la funcion corta al eje “y" en el punto (0;1)

+ Cuando las bases de las funciones exponenciales son inversas (como 2 y %2) sus
representaciones graficas son simétricas con respecto al gje “y”

< Variaciones de la funcion exponencial
— — X
EJECICIO N°58: a)Dada la funcién f(x)=3. 2* (donde k=0y a=1)

X b
-2
-1
0
1

2

by Dada la funcién f(x)= (-3). 2* (donde k<0y <a=.1) Completar la tabla:

. Completar la tabla:

X ¥
-2
-1
0
1

2

c¢) Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos los datos obtenidos en cada tabla.
d) Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

Dada la funcion exponencial f(x)= k. a*(con a>0, a#0 y k#0) :

e Sik#1 entonces la funcién corta al eje “y” en el punto (0;k)

¢ Cuando las bases de la funciones exponenciales son iguales y coeficientes (k) opuestos, sus
representaciones graficas son simétricas con respecto al eje “x”

EJERCICIO N°59:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =3* y g(x) = (—)
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b)Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes

EJERCICIO N°60:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =2.3* y g(x) =-2.3*
b)Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes

+ Desplazamientos de |la funcion exponencial
EJERCICIO N°61: Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones f1(X)= 2%,
fo(x)= 2 +3 y f3(x)= 2*-1.
Comparar las representaciones graficas de las funciones exponenciales respecto de f1(X): 2%
y responder:
a) ¢Hacia dénde se desplazan las gréficas de las funciones f2(X)= 2% +3 y f3(x)= 2* -1»
b) ¢ De qué depende este desplazamiento?

c) Para cada una de ellas indicar dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢ Son
crecientes o decrecientes?

EJERCICIO N°62: Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones f1(X)= 2%,
fo(x)= 2x*1 y fa(x)= 2%3,

Comparar las representaciones graficas de las funciones exponenciales respecto de f1(X): 2%
y responder:

a) ¢ Hacia dénde se desplazan las gréficas de las funciones?

b) ¢ De qué depende este desplazamiento?

c) Para cada una de ellas indicar dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢,Son

crecientes o decrecientes?
EJERCICIO N°63:

a)Graficar la funcion f1(X)= 2%y a partir de ella trasladar la funcion f2(X)= 2X*2 -1
b)Graficar la funcion f1(X)= 3*y a partir de ella trasladar la funcion f2(X)= 3*1 +2

c)Para cada una de ellas indicar desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al
origen. ¢, Son crecientes o decrecientes?

FUNCION LOGARITMICA
EJERCICIO N°64: a)Dada la funcién f(X)= 2% . Completar su tabla de valores:

X y
-2
-1
0
1
2
b)Para obtener la tabla de la funcion inversa intercambiamos el dominio y la imagen:
X ‘ Yy
«—>

c)Graficar los datos de ambas tablas en un mismo sistema de ejes cartesianos.
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La funcién inversa obtenida es la FUNCION LOGARITMICA de la forma: y = log, x

Para tener en cuenta:
Las funciones exponenciales y logaritmicas de la misma base son funciones inversas, por lo tanto, sus
representaciones graficas son simétricas respecto de la recta y= x

Aprendemos el concepto de logaritmo:

CONCEPTO DE LOGARITMO:
Se llama logaritmo de un namero real positivo con base real positiva distinto de 1, al exponente
al que se debe elevar la base “b” para obtener dicho numero.

logy, N =a pues b*=N
Donde “a” no puede valer 1 y debe ser positivo. N debe ser positivo, “b” es la base, “N” recibe

el nombre de argumento y “a” es el logaritmo.

Ejemplos:
» Para calcular 10g2 8 debo buscar un numero tal que al elevar la base de por resultado
8.Luegolog, 8 = 3 pues 23 = 8.

« Para calcular 10g1 32 debo buscar un numero tal que al elevar la base de por
2

1\ ~>
resultado 32. Luego log1 32 =-5 pues (E) = 32.

2
EJERCICIO N°65: Calcular los siguientes logaritmos y justificar tu respuesta

a) logy 1 = d) log: 3 =
3

b) logs 25 =

c) log}. 7 = e) logZ E =

Nota: Existen logaritmos especiales como el logaritmo decimal “log” cuya base es 10y el
logaritmo natural o neperiano “ln” cuya base es el nimero e=2,7182818285...

f) log100 = g)In5 = h) log4 =

EJERCICIO N°66: a) Dada la funcién f(x) = logs; x . Completar su tabla de valores:

X y , : . . .
b) Graficar los datos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos

1 c¢) Para la funcion logaritmica indicar dominio, imagen, asintota,
3 raices, ordenada al origen. ¢ Es creciente o decreciente?
9
1
3
EJERCICIO N°67: a)Dada la funcion g(x) = logg x . Completar su tabla de valores:
X y b) Graficar los datos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos
1 c¢) Para la funcién logaritmica indicar dominio, imagen, asintota,
raices, ordenada al origen. ¢ Es creciente o decreciente?
5
25 - -
FUNCION LOGARITMICA:
1 Es la funcion de la forma:
5

f(x) = log, x
donde “b” no puede ser 1 ni negativa y x debe ser mayor que cero.




% Crecimiento y decrecimiento la funcién logaritmica

EJERCICIO N°68:
a)Dada la funcién f(x) = log, x (b>1). Completar la tabla:

y

0O | (N = PN | b= | e [

b)Dada la funcién g(x) = logi x (donde b<1y b>0). Completar la tabla:
2

y

0O | [N [ = P | i i | | 3¢

c)Graficar los datos de ambas tablas en un sistema de ejes cartesianos.

d)Para cada una de ellas indicar: dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢ Son
crecientes o decrecientes?

Dada la funcion logaritmica:

f(x) =logy x

(con b>0 y distinta de 1)
e La funcidn corta al eje “x” en el punto (1;0), su raiz
e Cuando las bases de las funciones logaritmicas son iguales inversas, sus

representaciones graficas son simétricas con respecto al eje “x

Practicamos...

EJERCICIO N°69:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =logzx y g(x) =logix
3
b)Para cada una de ella indicar. Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son

crecientes o decrecientes.
EJERCICIO N°70:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =logsx y g(x) =logix
5
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b)Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

% Variaciones de la funcidon logaritmica
EJERCICIO N°71: a) Para cada funcion completar la tabla de valores

f(x) =log, x g(x) =log,(x + 3) h(x) =log,(x — 3)
X y
1 X Yy
y X ¥ 4
1 1 5
; : i
-1 E
2 2 7
8 -3 3

b) Graficar los datos de cada tabla en un mismo sistema de ejes cartesianos.

c) Para cada una de ellas indicar: dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢Es
creciente o decreciente?

d) ¢Hacia donde se desplaza la grafica de cada funcién respecto de f(x) = log, x?
EJERCICIO N°72: a) Para cada funcion completar la tabla de valores

f(x) =logsx gx) =logzx —2 h(x) =logsx +2
T x y X y X y

1 1 1

3 3 3

9 9 9

1 1 1

3 3 3

b) Graficar los datos de cada tabla en un mismo sistema de ejes cartesianos.

c) Para cada una de ellas indicar: dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢Es
creciente o decreciente?

d) ¢Hacia donde se desplaza la grafica de cada funcion respecto de f(x) = logz x?
EJERCICIO N°73:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones h(x) = log,(x +1) y

g (x) =log,(x — 2) a partir de la funcion f(x) = log, x .

b)Para cada una de ellas indicar: desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al
origen. ¢ Es creciente o decreciente?

EJERCICIO N°74.

a)Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones h(x) = logsx+5 y

g (x) =log, x — 10 a partir de la funcion f(x) = logs x .

b)Para cada una de ellas indicar: desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al
origen. ¢ Es creciente o decreciente?

EJERCICIO N°75:
1) Graficar la funcion ¥ = logs x y a partir de ella trasladar la funcién

y=logz(x+1)—2

2) Graficar la funcion y = logs x y a partir de ella trasladar la funcién

y=logz(x —2)+1

3) Para cada una de ellas indicar desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices,
ordenada al origen. ¢ Son crecientes o decrecientes?
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ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

ECUACIONES EXPONENCIALES
Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incognita figura como exponente.
Ejemplo:

)  2*.16 ¢) (%]JE e) 3-4%1-96

b 3%'-27 o) 3x-1,3%1.90 f) 22¥-9.2¥4+8=0

RESOLUCION DE ECUACIONES EXPONENCIALES
PRIMER CASO: Se transforma la ecuacion dad en una igualdad de la misma base

) X _46 \

i
2% =24 =[x'="4] igualando los exponentes Verificacion: 2* =16

b) 3x-1_57

3%-1_433 igualando los exponentes
Verificacion: 34~ = 27

X<tul
x=3+1 =[=4] 3% =2y
c) 1\
3 -
3
A Verificacion: (1] 2 J8
(@] =22 el
3 3
27X .22 2248
3
—x-g- igualando los exponentes ‘/2—“'/5
5 V8 -8
5 o o
2

SEGUNDO CASO: Las ecuaciones exigen transformaciones basadas en propiedades ya vistas

d .
) 3x-1, gx+l _ 90 aplicamos propiedades de la

1 potencia de igual base
X -
3" 87 +3"3 (am+n=aM.an)

1
3* '(5— + 3) =90 extraemos factor comun 3x

3% -% - 90
10
3* ¢ —_ i
90 : Verificacion: 33-1 33+ _ g
3% _ o7 32 +3% =90
3% .33 igualamos exponentes 9+81=90
\' X3 90 =90
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e) 3-4**1-96 transponemos el 3
4**1.96:3

4132

x+1
Y
22+2 _o5 igualamos exponentes

2x+2=5
2x=5-2

3
X=—
2

TERCER CASO: A través de una ecuacion de segundo grado

2x A
f) 2 -9:2%¥48-=0 aplicamos propiedad de la potencia

2
(2") -9:2+8=0 reemplazamos 2x=z

( 2)2 -9-z+8=0 resolvemos la ecuacién de segundo

grado
21 = 8

zy=1

. 2" =8
como 2" =z= =|x=3

5% . ¥

2¥ =1

SN

o

EJERCICIO N°63:
~ 1. Transformen cada una de las siguientes expresiones en una
potencia de igual base:

3
Verificacion: 3.42"" - gg

-
3:42=06

3-25-96
3-32=96
96 =96

Verificacion: si x = 3
223 9.2 8.0
26_9.28,8.0
64-72+8=0
0=0

Si x=0
24099 180
20-9.20 4,80
1-948 =0
0=0

a) 3.3+ - ) 25%-1 ; 5x+d
b) 2-% .4 = ' d) gX.42-x.02x+2 _
2. Resuelvan las siguientes ecuaciones exponenciales y verifi-
quen:
a) 5¥_625
b) 3*'-81 h) 3527+~
1
c x+3 S 4x-x? _
) 3 5, i) 2%-x" _g
g 2°-3a 1 ) 2x+2,2x-1.48
4 ‘
e) 62X—-2 =1 k) 3X _3X—2 +3X+2 o 89
x-2 X ) 4X-5.2* +4«0

) 4x3 4757

i) 4*%4d oy m) 4¥+142%+3 = 320



Concepto de logaritmo: Se llama logaritmo de un niumero real positivo con base real positiva y
distinto de 1, al exponente que se debe elevar la base “a” para obtener dicho numero.

c _pnfi=a>0
/ogll\ll (j:a -N{ N>0
base + Iog’aritmo
argumento

Para tener en cuenta:

Ejemplo: 7 3 La potenciacion tiene dos operaciones inversas:
* v log,8 =3=2"=8
G2° =+ 24 _16—> 416 =2 se obtiene la base
s N

v/ log132=-5 = (%) =32 log>16 =4 se obtiene el exponente
2

EJERCICIO N°76: Calcular siempre que sea posible

3) Jogs1= 0) /092%=
7w
t) :097 ) log, /8 -
d) log,0 =
€) log,s5 = ) logs %5 -
"1 log,3- K /ogQ%=
| 3

Logaritmos decimales y naturales: Algunos logaritmos se pueden obtener directamente
usando la calculadora cientifica. Ellos son:

* los de base 10, llamados logaritmos decimales. Se simboliza @g_j]. Se omite escribir la base 10.
* Los de base e (“€"= irracional 2,718281...), llamados logaritmos naturales o neperianos| /in] .
EJERCICIO N°77: Encontrar los siguientes logaritmos utilizando la calculadora

a) log 202 = B} In 7=
b) log 20 = ) In 25 =
t) log 2,02 = 9) In 250 =
d) log 0242 = h) In 025=
También es posible obtener con Ia calculadora los siguientes logaritmos:
log 32 In 32
l0gg32 = » loge32 =
085" g 6 S
- 1505 _ 3,465
0,699 161
- 2153 - 2153

Este procedimiento se llama camblo de base, lo que nos permite utilizar la calculadora cientifica en todos los casos.
log N

log a

In N

loggN = ——
In a

Simbdlicamente: Jog, N =
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EJERCICIO N°78: Calcular aplicando logaritmo decimal

3 Jjog, 100 = b) log310= oy e ) logs ==
EJERCICIO N°79: Calcular aplicando logaritmo neperiano
a'] fﬂgz 165 - h] :ﬂgﬁ-?z - c] I'ﬂga 3.21 - d, IOg15 0,25 -

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS
1) Logarito de un producto: Es igual a la suma de los logaritmos de los factores

log,P- Q)= log,P+log, Q

Ejemplo:
log, (4-16) = log, 4 + log, 16

log,64 =2+4

6=6
2) Logarito de una division: Es igual a logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.

Ioga( .g.) =Jog,P -log,Q

Ejemplo:
logs (25 : 5)=logs 25 - logs 5
logs5=2-1
1=1

3) Logarito de una potencia: Es igual al exponente por el logaritmo de la base
log,P" =n-log, P
Ejemplo:
log, 8% = log,(8-8-8)

log,512 =log, 8 +log, 8 + log, 8
9 -3"0928
9=33

9=9
4) Logarito de una raiz: Es igual al logaritmo del argumento dividido en el indice. Esto es...

1
Ioga Q/b— - IOQa Qn

1
"% log, @
Ejemplo: 1
log, 3B = log, 8%

1

N wl s

-3

1
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EJERCICIO N°80: Resolver aplicando propiedades

h) loga(9-81) =

3 1
2. - 1 log,|16: —|=
0 oosl0212) g g (1. g T g2(16 5
T 64 6
h !ﬂ _— '&4 =
] 92[32 ] d) logsV125 = f) logs27*=
EJERCICIO N°81: Expresar como un solo logaritmo y resolver
° 1 2
8 2-'l0gs—-4-l0gs1+/0gs16 = ¢) Iog4l.-log42 -
10 32
logg 27 1
| - logs —
EJERCICIO N°82: Calcular usando la definicion
a) log,27 = e) /09%64 - ) log,16 = ) log,,12 =
h) /0g5125= ) log,05= ! ; m) Jogs1=
logy —= 1
¢) log 10.000 = o} i BT ) g§27 n) logge=
d) log 001= h) logs 27 = k) log,0,25 = o) log g9 =
EJERCICIO N°83: Calcular el valor de “x”
.1

1) logzx=5 ¢) logy(x+1)=2 8 fogs x = =
b) ;_-.h:g,,rx d) logs X = =3 1) log x = -2

ECUACIONES LOGARITMICAS:

Una ecuacion es logaritmica cuando la incégnita esta en el argumento o la base del logaritmo. Ej::

a) Iog4(x+12)=2 o) logy(x-1)+ log,3 - log, (x +3) e) 3* =10

b) log,(x+1)+logy(x-1)=3  d) log, x —log, 3 = log, 5 ) 3-log,? x -6-l0g,x = -3

/ .r L] 4
Knesoluclon de ecuaciones logaritmicas

19 paeo: Aplicando la dofinicién de logaritmo:
a)

log4(x+12) =2
42 - x+12 Verificacion:
B wEwi2 log4(4+12)=2
16-12x logy18=2
4=x 2=2
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2° caso: Aplicando propiedades de los logaritmos:
B) Jogy(x+1)+log,(x-1)=3
loga(x+1)-(x-1)=3

Iogz(x2 -1) =3

mo
X* ~1ad?

28 #1

x=49

X =23

3° caso: Aplicando propiedades y logaritmos de igual base:

t) logy(x-1)+logy3=logy(x+3) — propiedades

del producto
logaritmos de
igual base tienen
igual argumento

logs(x-1)-3=logy(x+3)
(x-1)-3=x+3
3:x-3=x+3

3'x-x=3+3

4° caso: Aplicando propiedades y cambios de base:

d) log, x-log,3 = log, 5

cambio de base

1092X

10g, 4 -log,3=Ilog,5

log, x
2

-logs3=1Iog,5 — aplicando propiedad de
la raiz y del cociente

[092(‘\/; : 3)=/0925
(1/)—( : 3)=5
Vx =15

x=152

X =225

— aplicando propieda-
des de los logaritmos

— definicion de logarit-

Verificacion: log 2(3 4 1) + 1092(3 = 1) -3

log,(4)+logs(2) =3
2+1=3
3=3

X=-3
no verifica

Verificacion: Jog,(3 —1)+ log, 3 = log,(3 +3)

logz(2)+ log2 3 = Iog(6)

log,2-3 = log, 6

log, 6 = log, 6

Verificacion:  Jog, 225 - log, 3 = log, 5

log,225 ~
___loga y log» 3_- log,5

Iogz(@s_ : 3)=Iog25
(V225 : 3)-5
225 =15

15=15
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5° caso: Para resolver ecuaciones exponenciales:

3* =10 — aplicando lugakaiz‘- 0% Gedi-
log 3 =log 10 ~males a ambos miembros

de la igualdad
x-log 3=Ilog 10 :

log 10
log 3 Verificacion:
1 3510
X = ,
- 0,477
X=2,096 |
6° caso: A través de una ecuacion de segundo grado:
3-10g5% X -6 logy X = -3
sireemplazo  Jlog, X = Z
3-22-6-2+3=0
resolviendo la ecuacion (-6)= J(_6)2 _4-3.3 -
de segundo grado = Z = 5.3 e 22' 6-10g,2 = -3
1092 2-0"10g3e =~
z=——6”366’36 3:12-6-1=-3
5 6+0 it
6 -3=-3
Z =1

Z=1=log, x =1
2'=x

2=X
EJERCICIO N°84: Resolver las siguientes ecuaciones
a) logs(x-2) = -1

1) 3-logy(x+2)-logy(x+2)=1
b) log (x>-3)=0 k) 3-2=10
0) logy(x~1)+1=logy(x~2)+ log,(7 - X)
h) logyx+log,x =6

d) ,ngx+’0923-4 l) Iong"'IogeX.%

t) log,,q 3=1 ) (112)" =3

m) (Iog4x)2+2-/og4x-3-0

€) 2-logy(x-2)+log(x-2)=4 X 2
4 ! D 0,3 =15 N 2-log °x+5-log x=3
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EJERCICIO A: Resolver las sig

EJERCICIOS DE REPASO
uientes ecuaciones

1
) 353 = 9 b)25*~1 = 125 )3 = =
d)82.x—1 — 128 e) 4x+1 — 37 f)s(x—l).(x+2) =1

EJERCICIO B: Resolver las siguientes ecuaciones

’ngx-’09216

logs x - logz(x-2)=2

a) b)
EJERCICIO C: Resolver

2
1
(fog5 EE:] :

log;81 log,8 3
d X -
a) 2 b)k}gﬂ( y]
EJERCICIO D:
| Elvalor de “X" en las siguientes ecuaciones es: ‘
ng.23'1
) x=0 D) X = 1 €) X = =1 d) X = -2 109, 2+109,6=2+l0g, 3
A)x=6 b)x=4 C) x=-4
%'m2(1+7X)-2
a)x-l;’- b) X =1 O xu-0  d)x=9 logs(x +1)+ log,(x - 1) = log, 8
3) x==1 b‘x-xz L) x=23
2-log ;3(5-x)=4
--'4 -2 -2 --7
-3 I I DX=T81 | 2109, x-loga(x +1)-logs x =2
9 8 3
a)x’-—g b)X1-—§ C) X1=-§
ma(x+5)-loga(x-1)-1 x2-0 X2'=0 X2=0
) x=4 b)x--:- c)x-*;- ) x w2

9)24.x — 0,54.x+2

d) x =2

d) x = x4

9
d) X‘H—-z-

X2-0

52



