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PROGRAMA DE EXAMEN

UNIDAD N° 1: FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

Funcion exponencial: formula; condiciones de crecimiento y decrecimiento. Grafica y Analisis de
la funcidn. Desplazamiento; asintota, ordenada al origen. Funcion Logaritmica: férmula
condiciones de crecimiento y decrecimiento. Grafica y Analisis de la funcion. Desplazamientos;

asintotas. Propiedades de logaritmo. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales

Unidad N°2: TRIGONOMETRIA

Angulos orientados. Sistemas de medicién angular. Circunferencia trigonométrica. Razones

trigonométricas. Teorema del Seno. Teorema del Coseno.

Unidad N°3: TEORIA DE CONJUNTOS

Teoria de conjuntos. Concepto. Formas de definir un conjunto: extensiébn y comprension.
Conjunto universal. Conjunto vacio. Subconjunto. Igualdad de conjunto. Operaciones con
conjuntos: Union. Interseccién. Diferencia. Complemento. Propiedades de las operaciones con

conjuntos.

Intervalos. Operaciones con conjuntos: Unién. Interseccién. Diferencia. Complemento.

Propiedades de las operaciones con conjuntos.

Sistemas de numeracion. Operaciones con numeros reales aplicando propiedades.

Unidad N° 4. Probabilidad y estadistica

Poblacion y muestra. Variables estadisticas: cualitativas y cuantitativas. Distribuciones de
frecuencia. Representacion grafica de datos: Histogramas. Poligonos de frecuencia. Medidas
estadisticas: Media. Mediana. Moda. Varianza. Desvio estandar. Probabilidad. Experimentos
aleatorios. Espacio muestral y sucesos. Probabilidad clasica. Interpretacion de probabilidades en

contextos reales.



CONTRATO PEDAGOGICO

Espacio Curricular: MATEMATICA

Ciclo lectivo: 2026

Se deja constancia que el presente sirve para que el/la alumno/a, los padres y la profesora
conozcan las pautas de trabajo y los requisitos que se deben cumplir en los contenidos
actitudinales.

El/ la alumno/a de ........ =] [0 TR , se compromete a cumplir las siguientes
pautas de trabajo;

a)

b)

f)

9)

h)

)
K)

El horario de entrada al curso y salida debe ser respetado. El profesor sancionara al no
cumplimiento dependiendo de la reiteracion de la actitud.Se haran hasta tres llamados de
atencion en forma oral, si el alumno no cambia si actitud los llamados de atencion se
realizaran en forma escrita.

En caso de tener un celular u otro aparato electronico sera apagado o silenciado, ya que
no pueden ser utilizados en la hora de clases, salvo que el docente lo establezca para una
actividad Tampoco se permitira el uso de auriculares durante la hora de clases.Se haran
hasta tres llamados de atencion en forma oral, si el alumno no cambia su actitud los
llamados de atencion se realizaran en forma escrita.

Se dirigira con respeto hacia el profesor y hacia sus compafieros en todo momento; ser
amigable y solidario.

El alumno no puede recibir llamadas de teléfono durante la clase, en caso de urgencia u
otro caso llamar al teléfono particular del colegio: 4203963.

No salir del curso sin la autorizacion del profesor. Procurard ir al bafio en los recreos, como
también el llenado de botellas de agua de lo contrario el profesor evaluara la situacion para
permitir la salida.

Escuchar al profesor y a los compafieros, mantener una actitud de respeto y atencion,
levantar la mano para pedir la palabra, evitar charlas y acciones perturbadoras en clase (el
profesor tiene la libertad de cambiar de banco a cualquier alumno si lo considera necesario
para mejorar el clima de la clase o rendimiento académico del alumno ).

Cuidar el material de trabajo, traer los utiles y el material solicitado para la clase; cuidar sus
pertenencias y las de sus comparfieros, mantener el orden y la limpieza del aula.El
incumplimiento se vera reflejado en la nota actitudinal, y se registrara con signos negativos.
Evitar acciones como beber, comer, tomar mate, jugar en clase; insultar, escupir, charlar
mientras el profesor o compafiero estd hablando, burlarse, discriminar, agredir verbal y/o
fisicamente, tratarse mal, romper, rayar bancos, paredes, carpetas, libros, sillas, realizar
tareas de otra asignatura sin la autorizacién del profesor.Se haran hasta tres llamados de
atencion en forma oral, si el alumno no cambia si actitud los llamados de atencion se
realizaran en forma escrita.

Participar activa y disciplinadamente. En caso de indisciplina, el alumno sera sancionado
de acuerdo al régimen de convivencia.

Colaborar desinteresadamente y respetar a sus semejantes.

Responsabilidad, orden y prolijidad en la presentacion de todas las actividades asignadas
en tiempo y forma, del cuadernillo.



)

Mantener el cuaderno y cuadernillo de actividades prolijo, ordenado, traerlo todas las
clases y completo a lo largo del afio.

m) El alumno no podra tomar fotos de la pizarra,ni filmar la clase y tampoco realizar

transmision en linea sin la autorizacion del docente, el incumplimiento sera motivo de
sancion.Se haran hasta tres llamados de atencion en forma oral, si el alumno no cambia si
actitud los llamados de atencion se realizaran en forma escrita.

El alumno no podra desayunar, merendar o almorzar durante la hora de clases.Se haran
hasta tres llamados de atencion en forma oral, si el alumno no cambia si actitud los
llamados de atencion se realizardn en forma escrita.

Proceder con absoluta honestidad.

La inasistencia a cada evaluacién anunciada debe justificarse antes o durante la hora de la
evaluacion al preceptor. ElI alumno sera evaluado sin aviso inmediatamente luego de su
reincorporacion al Colegio.

COMPROMISO DEL PROFESOR

a)
b)

c)
d)
e)
f)

9)
h)

Respetar a todos los alumnos y saber escuchar sus propuestas e inquietudes.

Explicar todas las dudas planteadas por los alumnos (siempre que ese alumno haya
prestado atencién y comportado debidamente).

Avisar con una semana de anticipacion, por lo menos, la fecha y temas de las
evaluaciones escritas.

Entregar en un plazo no mayor a 10 dias habiles los resultados de las evaluaciones y
trabajos préacticos.

No utilizar celular en la hora de clases, salvo en el caso de una actividad escolar.

Ser justo con los alumnos, tener apertura al dialogo.

Cumplir con el horario de clases y respetar los recreos.

Actuar en forma no contradictoria respeto de lo que se les prohibe a los alumnos (comer en
clase, etc.)

CRITERIOS DE EVALUACION

a)

b)
c)

d)
e)
f)
9)

Sera anulado aquel ejercicio que se encuentre resuelto en mas de una ocasion usando
distintos métodos y llegando a conclusiones diferentes sin indicar cual es la correcta.

El uso del vocabulario cientifico.

La presentacion de trabajos en tiempo, en forma ordenada y prolija, con vocabulario
correcto, teniendo en cuenta su ortografia.

La habilidad para seleccionar y aplicar distintos procedimientos en la resolucién de
situaciones problematicas.

Presentacion y prolijidad en las evaluaciones. Se descontara 0,25 por cada ejercicio
desprolijo.

No se podra utilizar la calculadora del celular, solamente la calculadora en formato
tradicional.

El alumno debe abonar al docente la fotocopia de la evaluacion.

Aclaracion: El profesor es la maxima autoridad responsable del curso y por lo tanto tiene el
derecho y la obligacion de tomar las decisiones y reajustar las normas del contrato en
casos particulares.

Firma del alumno Firma del padre, madre Prof. Riveros Carolina

o tutor del alumno



UNIDAD N°1: FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMICA

FUNCION EXPONENCIAL

COVID-19 y las mateméticas: En tiempos de pandemia se pudo observar que el crecimiento de
contagio de la enfermedad COVID-19 causada por el virus SARS-CoV-2, se comportaba de una
manera que puede ser modelada muy bien con funciones exponenciales. Por ello, se hablaba que
el crecimiento de contagios era exponencial. Y dado que estamos hablando de funciones que
crecen de una manera pavorosa en poco tiempo se observo que el resultado fue grave. Se
publicaron en distintos medios muchos graficos que ilustraban como fue creciendo el nimero de
casos de contagio comprobados, uno de ellos es el gréafico de la funcién f (t)= 1,24! que muestra
como crecio el numero de infectados en funcion del tiempo (en dias) que transcurrio en el mes de
marzo de 2019.

Ejercicio 1: a) Confeccionar una tabla como la que se muestra a continuacion, donde asignamos
valores a “t” y calculamos la cantidad de infectados usando la formula.

Tiempo (t) Total, de infectados
en dias
0
5
10
15
20
25
b) Representar los datos de la tabla en un sistema de ejes cartesianos. (Nota: En el eje “x” o0 eje

horizontal representamos el tiempo, en dias, y en el eje vertical o eje “y” representamos la
cantidad de infectados.

- Modelor exponencial COVID19 - Argentina

© Total de infectados
Modelo exponencial

500

400 1 f(t) = (1.24)"
300 -
200

100 [

5 10 15 20 25
Marzo

La funcién f (t)= 1,24! recibe el nombre de funcién exponencial. En general:

—_ X
La funcion exponencial es una funcién de la forma f(X)— k. ad’, con a>0, a#0, a1 y k20




+» Crecimiento y decrecimiento exponencial
e — X —_
EJERCICIO 2: a)Dadala funcion f(x)= 2% (donde k=1y a>1) Completar la tabla:

X ¥
-2
-1
0
1

2

X
b) Dada la funcion g(x) = (%) (donde k=1y O<a=1) . Completar la tabla:

X ¥
-2
-1
0
1

2

c) Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos los datos obtenidos en cada tabla.

d) Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

Dada la funcién exponencial f()()= k. a¥ (con a=0, a#0 y k#0):

[Fet

s Sik=1 entonces la funcion corta al eje “y” en el punto (0;1)

+ Cuando las bases de las funciones exponenciales son inversas (como 2 y ¥2) sus
representaciones graficas son simétricas con respecto al eje "y"

o,

«» Variaciones de la funcidon exponencial
~ - X
EJECICIO N°3: a)Dada la funcion f(X)=3. 2* (donde k=0y a=1)

. Completar la tabla:

X y
2
A
0
1
2

by Dada la funcién f(x)= (-3). 2*(donde k<0y <a=.1) Completar la tabla:

X Y
-2
-1
0
1

2

c¢) Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos los datos obtenidos en cada tabla.

d) Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

Dada la funcidn exponencial f(x)= k. a*(con a>0, az0 y k=0) :

e Si k#1 entonces la funcion corta al eje “y” en el punto (0;k)
e Cuando las bases de la funciones exponenciales son iguales v coeficientes (k) opuestos, sus




EJERCICIO N°4:

X
a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =3* y g(x) = G)

b)Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes

EJERCICIO N°5:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =2.3* y g(x) =-2.3%

b)Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes

+ Desplazamientos de la funcion exponencial
EJERCICIO N°6: Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones fi(x)= 2%, f2(x)=

2X+3 y fa(x)= 2% -1,

Comparar las representaciones graficas de las funciones exponenciales respecto de fi(x)= 2Xy
responder:

a) ¢Hacia donde se desplazan las graficas de las funciones f2(x)= 2X +3 y f3(x)= 2% -1?
b) ¢ De qué depende este desplazamiento?

c) Para cada una de ellas indicar dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢Son
crecientes o decrecientes?

EJERCICIO N°7: Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones fi(x)= 2%, f2(x)=
2%ty fa(x)= 2%3,

Comparar las representaciones graficas de las funciones exponenciales respecto de fi(x)= 2Xy
responder:

a) ¢ Hacia dénde se desplazan las gréficas de las funciones?
b) ¢ De qué depende este desplazamiento?

c) Para cada una de ellas indicar dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢ Son
crecientes o decrecientes?

EJERCICIO N°8:

a)Graficar la funcion fi(x)= 2*y a partir de ella trasladar la funcion f2(x)= 2**2 -1
b)Graficar la funcion fi(x)= 3¥y a partir de ella trasladar la funcién f2(x)= 31 +2

c)Para cada una de ellas indicar desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al
origen. ¢ Son crecientes o decrecientes?



FUNCION LOGARITMICA

EJERCICIO N°9: a)Dada la funcion f(x)= 2% . Completar su tabla de valores:

X y
2
1
0
1
2

b)Para obtener la tabla de la funcion inversa intercambiamos el dominio y la imagen:

X | y

S d

c)Graficar los datos de ambas tablas en un mismo sistema de ejes cartesianos.

La funcidén inversa obtenida es la FUNCION LOGARITMICA de la forma: y = log, x

Para tener en cuenta:

Las funciones exponenciales v logaritmicas de la misma base son funciones inversas, por lo tanto, sus representaciones
Aprendemos el concepto de logaritmo:

CONCEPTO DE LOGARITMO:

Se llama logaritmo de un ndmero real positivo con base real positiva distinto de 1, al exponente al que se debe
elevar la base “b” para obtener dicho numero.

logy, N=a pues b*=N

Ejemplos:

» Para calcular 10g2 8 debo buscar un numero tal que al elevar la base de por resultado
8.Luegolog, 8 = 3 pues 23 = 8.

s Para calcular log1 32 debo buscar un numero tal gue al elevar la base de por
2

1 _5
resultado 32. Luego ]0g1 32 = -5 pues (—) = 32.
7 2

EJERCICIO N°10: Calcular los siguientes logaritmos y justificar tu respuesta

a) logy 1 = d) log: 3 =
3
b) logs 25 =
1 —
c) log, 7 = e) log; 2"



Nota: Existen logaritmos especiales como el logaritmo decimal “log” cuya base es 10 y el
logaritmo natural o neperiano “In” cuya base es el numero e=2,7182818285...

f) log100 = g)In5 = h) log4 =

EJERCICIO N°11: a) Dada la funcion f(x) = logz x . Completar su tabla de valores:

Y b) Graficar los datos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos

c) Para la funcidn logaritmica indicar dominio, imagen, asintota, raices, ordenada

al origen. ¢Es creciente o decreciente?

Wl m O W = X

EJERCICIO N°12: a)Dada la funcion g(x) = logs x . Completar su tabla de valores:

b) Graficar los datos obtenidos en un sistema de ejes cartesianos

X Y

1 c) Para la funcién logaritmica indicar dominio, imagen, asintota, raices, ordenada

FUNCION LOGARITMICA:

Es la funcién de la forma:

f(x) = log, x

< Crecimiento y decrecimiento la funcion logaritmica

EJERCICIO N°13:

a)Dada la funcion f(x) =log, x (b>1). Completar la tabla:

y

00 [ (N =2 P b= | = |




b)Dada la funcion g(x) = logi x (donde b<1y b>0). Completar la tabla:
2

y

[-1F-SLC I STRTY TN

c)Graficar los datos de ambas tablas en un sistema de ejes cartesianos.

d)Para cada una de ellas indicar: dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢ Son
crecientes o decrecientes?

Dada la funcién logaritmica:

=1
f(x) 08p X (con b>0y distinta de 1)

e Lafuncion corta al eje “x” en el punto (1;0), su raiz
e Cuando las bases de las funciones logaritmicas son iguales inversas, sus representaciones graficas son
simétricas con respecto al eje “x”

Practicamos...

EJERCICIO N°14:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =logzx y g(x) =logix
3

b)Para cada una de ella indicar. Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

EJERCICIO N°15:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes las funciones f(x) =logsx y g(x) =logix
5

b)Para cada una de ella indicar: Dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen, si son
crecientes o decrecientes.

+ Variaciones de la funcion logaritmica
EJERCICIO N°16: a) Para cada funcion completar la tabla de valores

f(x) =log, x g(x) =logy(x + 3) h(x) =log,(x — 3)

10



)1( Y X Y
=z X y

4 4

1 1 5

2 5 2

2 A 2

4 -2 7

8 -3 3

b) Graficar los datos de cada tabla en un mismo sistema de ejes cartesianos.

c) Para cada una de ellas indicar: dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢Es
creciente o decreciente?

d) ¢Hacia dénde se desplaza la grafica de cada funcion respecto de f(x) = log, x?

EJERCICIO N°17: a) Para cada funcion completar la tabla de valores

f(x) =log; x gx)=logzx —2 h(x) =logzx +2
T x y X y X y
1 1 1
3 3 3
9 9 9
1 1 1
3 3 3

b) Graficar los datos de cada tabla en un mismo sistema de ejes cartesianos.

c) Para cada una de ellas indicar: dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al origen. ¢ Es
creciente o decreciente?

d) ¢ Hacia donde se desplaza la grafica de cada funcion respecto de f(x) = logs x?

EJERCICIO N°18:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones h(x) = log,(x +1) y
g (x) =logs(x — 2) a partir de la funcion f(x) = log, x .

b)Para cada una de ellas indicar: desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al
origen. ¢ Es creciente o decreciente?

EJERCICIO N°19:

a)Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos las funciones h(x) = logsx +5 y
g (x) =log, x — 10 a partir de la funcién f(x) = logs x .

b)Para cada una de ellas indicar: desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices, ordenada al
origen. ¢Es creciente o decreciente?

11



EJERCICIO N°20:

1) Graficar la funcion ¥ = logs X y a partir de ella trasladar la funcién
y=logs(x+1)—2

2) Graficar la funcion ¥ = logs x y a partir de ella trasladar la funcién
y=logz(x—2)+1

3) Para cada una de ellas indicar desplazamientos, dominio, imagen, asintota, raices,
ordenada al origen. ¢ Son crecientes o decrecientes?

ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

ECUACIONES EXPONENCIALES

Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incognita figura como exponente.

Ejemplo:
) 2x_16 of3) -6 o 34T-96
b 3127 @) gx-i,3miogo f) 22¥-9.2¥4+8-0

RESOLUCION DE ECUACIONES EXPONENCIALES

PRIMER CASO: Se transforma la ecuacién dad en una igualdad de la misma base

a) 2% _46
:
2* =24 =[x = 4] igualando los exponentes veriticacion: 2* =16
b g=laoy

3%-1_33 igualando los exponentes

: Verificacion: 3% =27
X-1=3

X=3+1 =|x=4 3% w2y

3

(g

s L
[( 2)_1 L o3 Verificacion: (%) il
3 3
2-X - 2 2 2 2= ‘[5
3 3
-X = E igualando los exponentes ‘/2_ - Jg
: N
X=——
2

12



SEGUNDO CASO: Las ecuaciones exigen transformaciones basadas en propiedades ya vistas

d) 3X—1+3X+1 =90

3¥.81..3%.3 w00
3*-(1+3)=90
3 .

10

3x-?=90

3* =90

e) 3-4*1_9p
4**1-96:3
4%+ _3p

(22)x+1=25
22x+2 _ 55
2X+2=5

2x=5-2

TERCER CASO: A través de una ecuaciéon de segundo grado

aplicamos propiedades de la
potencia de igual base

(amm =g" _an)

extraemos factor comun 3x

igualamos exponentes

transponemos el 3

igualamos exponentes

f) ¥ 9.9% 5.« 0 aplicamos propiedad de la potencia

X 2 X
(2 ) -9-27 +8=0 reemplazamos 2x=z2

( 2)2 -9-z+8=0 resolvemos la ecuacion de segundo
grado

2" =8

9% wip?

~[=3]

2¥ =1

2% w20

= =0]

Verificacion: 33-1 4 33+ _ gg

32434 .90
9+81=90
90 = 90

3
Verificacién: 3.42"" - 96

3
3-42-96

3-25-96
3-32=96
96 =96

Verificacion: si x = 3
28927 180
25.9.-83 48w
64-72+8 =0
0=0
Si x=0
22092 180
2°-9.29,8.0
1-948 =0
0=0

13



EJERCICIO N°21:

~ 1. Transformen cada una de las siguientes expresiones en una
potencia de igual base:

a) 3x _3X+1 =

b) 27% -4 =

2. Resuelvan las siguientes ecuaciones exponenciales y verifi-
quen:

a) 5¥._625
b) 3*1=81

c) 3X+3 = _1_

27
1

d) 2X2-3 =

g}, 6%

x-2 X
f) 4x3 _4x32

0 4™ead Ly

o) 2Byt it

d) 8x. 42—x ,22x+2 L

h) 3X—-5 5 271—)(

i) 24x-x2=8
) 2x+242%-1.18
k) 3% _gX-2  gx+2 _gqg
4¥-5:2"+4=0

m) 4X+1 +2X+3 =320

Concepto de logaritmo: Se llama logaritmo de un numero real positivo con base real positiva y
distinto de 1, al exponente que se debe elevar la base “a” para obtener dicho numero.

vy

logE,N-C=>aC

=N

1=a>0
N>0

base + Iog'aritmo
argumento

Ejemplo: log,8 =3=>23 =8

%
v log 32--5=>'(_1.) -32
= 2

Para tener en cuenta:
La potenciacion tiene dos operaciones inversas:

24_16 —>» 416 =2 se obtiene la base

log,16 =4  se obtiene el exponente

EJERCICIO N°22: Calcular siempre que sea posible

3) Jog, 1=
 b) log525 -
¢) log; 7=
d) Jog,0=
e) logos5=

0 Jog,3=
3

1
log, —=
9) log, >

h) ’OQJE 2=
l) Iogz'\/_ =
) logs%5 =

k) logg % -

14



Logaritmos decimales y naturales: Algunos logaritmos se pueden obtener directamente
usando la calculadora cientifica. Ellos son:

* los de base 10, llamados logaritmos decimales. Se simboliza Iog} . Se omite escribir la base 10.
* Los de base e (“e"= irracional 2,718281...), llamados logaritmos naturales o neparianos .

EJERCICIO N°23: Encontrar los siguientes logaritmos utilizando la calculadora

2) log 202 = 8) In 7=

b) log 20 = ) In 25 =
t) log 202 = 9) In 250 =
d) log 0242 = h In 025 -

También es posible obtener con la calculadora los siguientes logaritmos:

log 32 In 32
loge32 = . l0ge32 =
e~ - e S

_ 1505 _ 3,465

0,699 161

=-2153 = 2153

Este procedimiento se llama camblo de base, lo que nos permite utilizar la calculadora cientifica en todos los casos.

log N
log a

Simbdlicamente: Jog, N =

loa. N In N
%9a In a

EJERCICIO N°24: Calcular aplicando logaritmo decimal

4 jog, 100 = b) loga10= L “’9%?" ) mgs%-

EJERCICIO N°25: Calcular aplicando logaritmo neperiano

a) hgﬂﬁﬁ- b) logs72 = c) fﬂga 8.21= d) 10915 0,25 =

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

1) Logarito de un producto: Es igual a la suma de los logaritmos de los factores



log,P-Q)=log,P+log, Q

Ejemplo:
log,(4-16)=log, 4 + log,16

log2,64 =2+4
6=6

2) Logarito de una division: Es igual a logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor.

Ioga( -g-) =Jog,P -log,Q

Ejemplo:
logs (25 : 5)= logs 25 - logs 5
logs 5 =2-1
1=1

3) Logarito de una potencia: Es igual al exponente por el logaritmo de la base

log,P" =n-log, P
Ejemplo: :
log, 8% = log,(8-8-8)

log,512 =log, 8 +log, 8 + log, 8
9=3-log,8
9=33
9=9

4) Logarito de una raiz: Es igual al logaritmo del argumento dividido en el indice. Esto es...

1
log, %Q = log, Q"

1
= ; . /oga O
Ejemplo: 1
log, Y8 = log, 83

logy2 =+-log, 8

w

RN wl a

l=—-3

1

16



EJERCICIO N°26: Resolver aplicando propiedades

3 o §
a) log;(16-2-128)= ¢) fog‘,[-é;‘;) = 8) fagﬁﬁ- 9 !092[16 ' 2J
: 1
b) logo|— : 64)= h) loga(9-81) =
] 092[32 64] d) logs125 = f) logs27* = i

EJERCICIO N°69: Expresar como un solo logaritmo y resolver

2

a) 2-logs %-4-Iog51+log516- ) [/094;—2-10942] =
logg 27 log A
- 5
b) logg3+ +logg 4 @) 3-logs5 +logs - — 125 .
5 3
EJERCICIO N°27: Calcular usando la definicion
a) 10g,27 = e) Iog%_64 - i) Iog1_16 - ) log,12=
b) logs125 = f) log,05 = 4 8 e e 1=
) logy—= 1
¢) log 10.000 = o) foys ¥BT= 9_2_ 27 1) logs £
d) log 0,01= h) logz 427 = k) log,0,25 = 0) log 59 =
EJERCICIO N°28: Calcular el valor de “x”
.1
3) Jogz x =5 t) logs(x+1)=2 ®) logz x = =
1
b) E-!og,rx d) logs x = -3 1) log x = =2

ECUACIONES LOGARITMICAS:

Una ecuacion es logaritmica cuando la incognita esta en el argumento o la base del logaritmo. Ej::

a) Jog,(x+12)=2 o) logy(x-1)+ log,3 - log, (x +3) e) 3¥ =10

b) log,(x+1)+log,(x -1)=3 d) log, x -log,3 = log, 5 ) 3-log,2 x -6-l0g, X = -3

Uiesolucién de ecuaciones logaritmicas

19 paeo: Aplicando la dofinicion de logaritmo:
a)

loga(x+12) =2
42 =x+12 Verificacion:
16=x+12 log4(4+12)=2
16-12=x log416 =2
4=x 2=2

17



2° caso: Aplicando propiedades de los logaritmos:
B) Jogy(x+1)+log,(x-1)=3
loga(x+1)-(x-1)=3

Iogz(x2 -1) =3

mo
X* ~1ad?

28 #1

x=49

X =23

3° caso: Aplicando propiedades y logaritmos de igual base:

t) logy(x-1)+logy3=logy(x+3) — propiedades
del producto
logy(x-1)-3=logy(x+3) — Iogaritmos de
igual base tienen

(x-1)-3=x+3 igual argumento

3:'X-3=x+3

3'x-x=3+3

4° caso: Aplicando propiedades y cambios de base:

d) log, x-log,3 = log, 5

cambio de base

1092X

k@24—ky23=kwg5

log, x
2

-logs3=1Iog,5 — aplicando propiedad de
la raiz y del cociente

[092(‘\/; : 3)=/0925
(1/)—( : 3)=5
Vx =15

x=152

X =225

— aplicando propieda-
des de los logaritmos

— definicion de logarit-

Verificacion: log 2(3 4 1) + 1092(3 = 1) -3

log,(4)+logs(2) =3
2+1=3
3=3

X=-3
no verifica

Verificacion: Jog,(3 —1)+ log, 3 = log,(3 +3)

logz(2)+ log2 3 = Iog(6)

log,2-3 = log, 6

log, 6 = log, 6

Verificacion:  Jog, 225 - log, 3 = log, 5

log,225 ~
___loga y log» 3_- log,5

Iogz(@s_ : 3)=Iog25
(V225 : 3)-5
225 =15

15=15

18



5° caso: Para resolver ecuaciones exponenciales:

3X

=10

log 3 =log 10

x-log 3=Ilog 10

log 10
log 3

1

X=
- 0,477

X=2,006 |

6° caso: A través de una ecuacion de segundo grado:

3-10g5% X -6 logy X = -3

sireemplazo  Jlog, X = Z

3:2% -Bz+3 =D

resolviendo la ecuacion

-(-6)=(-6)°

~4:3:3

- Zm=
de segundo grado 5.3

- 36:\/36—36
6

Z=1=log, x =1
2'=x

2=X

EJERCICIO N°29: Resolver las siguientes ecuaciones

a) logs(x-2) =-1
b) log (x?-3) =0

6) log(y,q3=1

1) 3-logy(x+2)-logy(x+2)=1

h) logyx+log,x =6

d) /Og2x+log23-4

¢ 2:log(x-2)+log(x-2)=4 ) 0,3 =15
8 8 ' '

0) /ogzx+log8x.%

— aplicando logaritr o= ceni-
~males a amhos miembros

de la igualdad

Verificacion:

3510

Verificacion:
3-l0g,*2-6-log,2=-3
3-12-6-1=-3
3-6=-3
ol

k) 3-:2¥=10

0) logp(x-1)+1=logy(x~2)+log,(7 - X)

) (112)" =3
m) (logsX)*+2-log,x-3=0

N 2-log °x+5-log x=3
19



EJERCICIOS DE REPASO

EJERCICIO A: Resolver las siguientes ecuaciones

1
a)3**3 =9 b)25*~1 =125 €)3%* = a1
d)82.x—1 =128 e) 4x+1 =32 f)s(x—l).(x+2) =1 9)24-.35 — 0’54.x+2
EJERCICIO B: Resolver las siguientes ecuaciones
log, x = log, 16| logs X - loga(x-2) =2
a) b)
EJERCICIO C: Resolver
[o0s25)
95%5) 1
logz81  log 8 l . 3|
L Xy
EJERCICIO D:
| Elvalor de “x" en las sigulentes ecuaciones es:
m1023-1
A [ =
) x=0 b) X = 1 €) X w1 d) X -2 09'2”09"6 24109y 3

%-Iog2(1+7x)-2

l)x-;- ) x=l . € x=-9 @) x=9 I0g2(x +1)+ log,(x - 1) = log, 8

a) x==1 b) x=22 £) X =23

2-log ;5(5-x) =4

) x=-4 b) x =20 C) x=2 d) x =~76

2l0gs x-logs(x +1)-logs x = 2

9 8 3
3)X1--‘8- b)x‘--g c) X1=—§

Ioga(x+5)-log3(x-1)-1 X2-0 X2=0 X2=0

1 7
2)x=4 b)x-z t)x-~; ) xw?2

A)x=6 b)x=4 C) x=-4 d) x =2

d) X = x4

d) x,--2

9

X2-°
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UNIDAD N°2: TRIGONOMETRIA

Angulos orientados Lado
terminal
Un 4ngulo orientado est4 formado por dos semirrectas con el mismo origen. Las Vértice

semirrectas son los lados del 4ngulo y el origen com(n se llama vértice del angulo.

Tl 5 Lado
Uno de los lados es el lado inicial y el otro se llama lado terminal. inicial
Posicion normal del 4ngulo orientado #
a Lado
El 4ngulo orientado puede ubicarse en un sistema cartesiano de tal manera que su Vé‘“ce\ terminal
vértice coincide con el origen del sistema y su lado inicial con el semieje positivo x. Tado

En ese caso se dice que ¢l &ngulo orientado esté en posicion normal. nicial

Angulos orientados +y —
Los 4ngulos orientados pueden tener dos sentidos de giro:

« Sentido positivo: contrario al movimiento de las agujas del reloj.
« Sentido negativo: movimiento de las agujas del reloj.

Angulos orientados en un sistema cartesiano

Las caracteristicas de un &ngulo orientado en un sistema cartesiano son:

[1 Su vértice coincide con el origen de coordenadas.

(] Esta generado por la rotacion de una semirrecta con origen en (0;0). La semirrecta parte
desde una posicion inicial coincidente con el semieje positivo de las x y gira manteniendo
fijo su origen hasta llegar a una posicion que marca su lado terminal.

[ La rotacién de la semirrecta puede ser mayor que un giro.

En el gréfico se muestran tres &ngulos que tienen el mismo lado teminal:

positivo de 30 ° (menor que un giro)
negativo de 330° (menor que un giro)
& i positivo de 390° (mayor que un giro)

7 Se considera al plano cartesiano dividido en cuatro sectores llamados cuadrantes:

esta en el primer cuadrante por lo que todos ellos pertenecen a dicho cuadrante.

1)a) Representa en un plano cartesiano los siguientes angulos:
-+ 165°
-50°
840°
230°
|270° b) Indica en qué cuadrante esta cada angulo.

N

Sistema de medicién de angulos: Para medir angulos se usan distintos sistemas de medicion

° Sistema sexagesimal: la unidad de medida en este sistema es el grado sexagesimal (1°), que se
obtiene al dividir el dngulo recto en 90 partes iguales.

1° = 102K 4 recto = 90°

° Sistema circular: la unidad de medida en este sistema es el radian.

Se llama radian al &ngulo central que abarca un arco de circunferencia cuya longitud es igual al radio
de la misma.

Se determina en cudl de los cuadrantes se encuentra el lado terminal del angulo y esta

90* posicion da la ubicacién del angulo. El lado terminal de los tres &ngulos representados

21



Rmds

R> R> g)

T

Equivalencia entre los sistemas

..,
]

IS-I

n
o
o

dian

l
A
lo-)a

(=]
o

Los @ngulos centrales son proporcionales a los arcos que intersecan, por lo tanto:

a_ _ 3600 1radidn _ 360°
ab  long C(o;0b) ob

* En la siguiente tabla figuran algunas equivalencias entre los dos sistemas de medicién de angulos.

2m0b _ 3400 = 360°
2no—b=° =5 360° = 2n = 360

Sistema sexagesimal Sistema circulay

JT

90° 3

180° Bl
3

270° 2

\3_160° 2

EJERCICIO N°30: Calcular en grados sexagesimal

WO S

oA

d.l.Su-C:

¢. 2 radianes = C:

|

2 5=
e.4“

275 =

]

EJERCICIO N°31: Expresar los siguientes angulos en radianes, en funcion de TT.

a. 120°

o= )
N

EJERCICIO N°32: Marcar las opciones correctas

b. 225°

3
-f

a. iCusl angulo es equivalente a 32

O 90° O 120° O e0°
b. iCudl dngulo es equivalente a 45°7

o} o} Os
¢. iCudles éngulos' son agudos?

O 100° O% Oia

e 135° =
f. 270° =

il

QO30

On

O 10°

22



TRIGONOMETRIA

En afios anteriores estudiamos algunas propiedades de los angulos de un triangulo, por ejempilo,
la propiedad que relaciona los angulos interiores de un triangulo (la suma de los angulos
anteriores de un triangulo es igual 180°) o la propiedad que relaciona un angulo interior con el
correspondiente angulo exterior consecutivo (la suma de angulo exterior con su correspondiente
angulo interior consecutivo es igual 180°). También estudiamos el “Teorema de Pitagoras” que
relaciona los lados de un triangulo rectangulo. Para recordarlos se propone resolver los siguientes
ejercicios.

Ejercicio N°33: Calcular el valor de los angulos a y b con los siguientes datos
b 0. =115
‘ ¢ =9%°

d ,w__,.-wl i

a/

Ejercicio N°34: Calcular la altura que podemos alcanzar con una escalera de 3 metros apoyada
sobre la pared si la parte inferior la situamos a 70 centimetros de ésta.

Ahora se nos presenta el problema de calcular el valor de uno de los &ngulos dados el valor de
sus lados. ¢ Es posible establecer esta relaciéon?

La diciplina de la matematica que trata este tipo de relaciones y problemas es la
TRIGONOMETRIA.

Analizaremos las relaciones que vinculan los lados y angulos de un triAngulo rectangulo.

Consideremos pues un tridngulo rectangulo, donde el angulo recto es Py el lado opuesto al
angulo recto su hipotenusa “H”. Cada cateto recibe un nombre segun el angulo agudo que se
considere.

cateto agdyacente
: g
g o

A

A L — _

cateto opueslo a « cateto adyacente a P

23



¢, Cuantas razones puedes formar con los tres lados?

cateto adyacente cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto hipotenusa hipotenusa

hipotenusa ' hipotenusa ' cateto opuesto ' cateto adyacente cateto opuesto ' cateto adyacente

Son seis razones en total.

Seria interesante analizar lo que ocurre con estas razones cuando varian los lados o los angulos
del triangulo.

Si trazamos rectas paralelas a cualquiera de los catetos, cada una de ellas determina triangulos
semejantes y que tienen en comun el angulo a. Por ejemplo:

a a < g
Si se consideran los tridingulos rectdngulos dor y abc, se pueden formar las siguientes razones

' T

con las longitudes de los lados. '
o

A :
En aor Enabc /as
o .08 % =08
ar oo
s = m - 16 cm
P _06 ab _ 0,6
ar ac
,‘;Zj-"::- = 1?) ':__E = ].5
ac ab a

6cm 0 =0

12 ¢m

- > A
Las razones que se formaron con (as medidas de los (ados dependen dnicamente del dngufo .

Decimos entonces que la razén de los pares de lados correspondientes es constante. Y podemos
asegurar lo mismo para las razones restantes.

Hagamos variar ahora el angulo £ gi-
rando el lado ac.

Es evidente que:

ac alcy a
= ¥ :" # b

be be 1 Eg

pues al aumentar un lado, el otro dis-
minuye.

) a a

Hemos verificado que las razones entre pares de lados se mantienen constantes
mientras el angulo es conslante, y varian al variar el angulo. Es decir, estas ra-
zones dependen del angulo y no de los lados. Cada una de las seis razones

consideradas es un numero que recibe un nombre especial.
C

A
En abc consideramos el angulo B

A A: hipotenusa
B B: cateto opuesto a 8
i C: cateto adyacente a f3
b
c a

24



Se anola

B cateto
1. - QPUEED = seno de f3 sen f3
A hipotenusa
C catet é
2 'o adyaconts coseno de B cos f3
A hipotenusa
B cateto t
3. T PO tangente de 3 tg B
C cateto adyacente
C cateto adyacente J
4. = - Y = cotangente de 3 colg B
B catelo opuesto
A hipot
5 POTOUSA_ -~ secante de ¢ sec 3
C calelo adyacente
A hipotenusa
6. = cosecanle de
B cateto opuesto A &gl

Veamos como pueden calcularse aproximadamente estas 6 razones para un cierto angulo. Sea
por ejemplo, un &ngulo de 30°. Se construye un triangulo rectangulo con un angulo de 30°y se
mide la longitud de los lados.

c Calculamos las razones correspondientes
B _ _3cm _ L _52om _ .3

sen 30° - A" " 6om 05 cotg 30° B 3 on 1,73
b = 300 C_.52cm _ o566 o A._Som
AmBoy 20N =R="Fem Sl o - EZ2an = 8
B 3 cm "
C =52cm B_ 3ecm _ _A_ _6cm_ _

tg 30° = Eo e = 0577 cosec 30° = 3 o 2

Ejercicio N°35: Completar teniendo en cuenta el triangulo abc

a.
e A es el cateto adyacente al angulo

il

e A es el cateto opuesto al angulo

e B es el cateto adyacente al angulo

* B es el cateto opuesto al angulo

b. Escriban las razones trigonométricas.
A
* cosec b = U

A A
esena = ® cosec a
A A
A =
°c053=U ® sec a °cosb=[] °secb—[j
A
°cotgb=[:]

-tgs=[:] —

Ejercicio N°36: Calcular las razones trigopnométricas en el siguiente triangulo

o
~
o

=
s

-
K

A
A
S — i -C_
A
A A
® cosec o -(: ® cosec f =

25



USO DE LA CALCULADORA

Las calculadoras cientificas permiten hallar las razones trigonométricas de un angulo.
Si los 4ngulos se miden en grados sexagesimaies, come en nuestro caso, Ia calculadora tiene que estar en modo DEG

(en el visor se puede observar una D peguefia). 7 |
Las teclas para hallar el seno, el coseno y Ia tangente son g. ko) y fad).

Primer Paso: “Eleccién del sistema”

En general, las calculadoras estan preparadas para trabajar en lres sistemas de unidados an-
qulares.
a) Sistema sexagesimal. Es el que usas habituamento.
La unidad de amplitud es el grado sexagesimal (en inglés DEGREE), igual a la noventava
parte del angulo recto.
b) Sistema centesimal.
La unidad de amplitud es el grado centesimal (en inglés GRADE), igual a la centésima parte
del angulo recto.
c) Sistema circular.
La unidad de amplitud es el radian

Este sistema serd estudiado mas adelante. s
Para las computadoras se acepta universalimente el idioma inglés. ARAD
Por eso encontraras en inglés los nombres que te hemos senalado para cada sistema,

Por ahora vamos a trabajar con el sistema sexagesimal, GRA

Doboras\colocar entonces el selector de la calculadora en la posicion DEG.

Segundo Paso: “Introduccion de datos”

A continuacion debes introducir en Ia caleuladora la amplitud del angulo.
a) Algunas calculadoras estan preparadas para recibir el angulo expresado on arados, minutos y
sequndos.

Para ello cuentancon latecla o s

Ejemplo:

Si se conoce el angulo y se quiere hallar el valor de la razén trigonométrica, se deben seguir estos
pasos.

Si se conoce la raz6n trigonométrica y se quiere saber a qué angulo corresponde, se deben seguir
estos pasos.

Ejercicio N°37: Encontrar las siguientes razones trigonométricas

sen 48° 23" 45" =

a. cos25°= d. cos75" = g
b. sen25°= e. sen’75°= h. sen48" 45" =
€. 1g25°= f. tg75" = i. tg4s5°’=
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Ejercicio N°38: Encontrar la medida del angulo en cada caso

a. cosa=0,707 d. cosaa=0,25
bh. sena=0,707 e. sena=05
. tea=0,707 f. tga=042

Ejercicio N°39: Investigar con la calculadora y responder

a)¢ Entre que valores varia el seno y el coseno de un angulos agudo?

b)¢ Pasa lo mismo con la tangente de un angulo agudo?

Ejercicio N°40: Completar usando la calculadora

Razon
trigonometrica

E.

n.

cosa=0,5

senca =099

tga=2

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Resolver un tridngulo rectingulo significa hallar las medidas de los tres lados y de los angulos
agudos a partir de ciertos datos, usando las razones trigonométricas, el teorema de Pitagoras y la suma

de angulos interiores de un tridngulo.

Para resolver un triangulo rectangulo, como el dngulo recto ya estd determinado, se debe conocer

* Dados un dngulo agudo y uno de sus lados.

A e ot

dngulo agudo y cateto dngulo agudo e hipotenusa

A
Fara calcular el angulo b, debe aplicarse la propiedad de los dngulos agudos.

34° relacione los dos datos con el lado.

=ac=2902cm

Para calcular el lado ab, se razona de la misma manerq.

wné:%:?b-—-%.sen2=>a_b=.3.5cm.5en34’=oc_lt553.5cm.0.56:551.96cm

AN A Kl aidN A
C+b=90"=b=90"-c=>b=90"-34"= b =56°
Para cdlcular el lado ac, se debe recurrir a una razén trigonométrica que

coe’c\=%=>R=b—c.cose=>cf=3.50m.cos34‘=oa_cz?),5cm.0,83

27



* Dados dos de sus lados.

e s

dos catetos cateto e hipotenusa

Fara calcular el lado df, debe aplicarse el teorema de Fitdgoras.
ef? = de? + df? = df = Vef? - de? f
af =/(30 cm)? - (18 cm)?
af =v900 cm? - 324 cm?
daf =24 cm

30 cm

d 8cm e
A
Para calcular el dngulo f, se debe recurrir a una razén trigonométrica que relacione los dos datos con
el dngulo.

AN = A A A
sen f=§=osen f=;ggg=sen F=06=f=36°52"12"

A
Para calcular el dngulo e, debe razonarse de la misma manera,
A d» A A A o "
cose=2=co58=18M=scose=06=£=53748
of 30 em

A
Se puede verificar que: £+1=53748"+36°52 12" = 90°

Angulo de elevacién o depresién

El @ngulo formado por la linea
horizontal y la linea visual a un obje-
to se denomina dngulo de elevacién
0 depresion, segin la observacién se
realice hacia arriba o hacia abajo,
respectivamente,

Ejercicio N°41: Resolver los siguientes triangulos rectangulos

a. c c.-

12 cm
. b
24 ¢cm
19 ¢cm
b
\/
a a
B d. -
32,6 ¢cm
3
60,
b a 45cwm b
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Vigilador
- o 59°
Ejercicio N°42: Pensar y resolver. Dibujar un esquema de la situacion

Torre
a. Desde una torre de vigilancia una persona observa un auto, con un angulo de depresion de
59°. Si el auto se encuentra a 35 m de la base de la torre, éa qué altura se encuentra el vigilador?

‘ tm  Auto
b. Un pintor tiene que realizar un trabajo a 5 metros de altura y tiene una escalera de 6,5 metros.
¢Cual es el angulo que debe formar la escalera con el piso para alcanzar la altura que necesita?

€. Juan y Martin observan una antena desde lugares opuestos de un camino en linea recta, con

angulos de elevacion de 30° y 55°, respectivamente. Si la antena se encuentra a 15 m de altura,
écudl es la distancia que hay entre Juan y Martin?

d. Un velero se encuentra ubicado entre dos islas. En el borde més cercano a una de ellas hay un
faro de 25 metros de altura y en el borde mas cercano a la otra, un acantilado de 15 metros de

altura. Desde el velero se observan estos dos puntos con angulos de elevacién de 29° y 30°,
respectivamente. iDe cudl de las dos islas estd més cerca el velero?

TEOREMA DEL SENO Y DEL COSENO

Teorema del seno

(

L 5 En todo tridngulo, los lados son proporcionales a los senos de los angulos opuestos, '

C

ac c
A N A
€C senb sena

sen

a b
Fara calcular los lados ab y be , se aplica el teorema del seno.

42 cm ab

en 135° = een s —> 0=8,27cm

42em b T
m—m‘w =>bc=55.750m

Teorema del coseno

El cuadrado de un lado de un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el doble del
producto de dichos lados por el coseno del angulo que forman.

ab? = be? + ae? - 2.bc. 3¢. cos 2
bc? = ab? + ac? - 2.23b. a¢. cos é‘\
ac’ = bc? + ab? - 2.bc.ab. cos b
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Fara calcular el lado ef, se aplica £! teorema del coseno.

efP=df +de’-2 . 4F. de . cos d 6 cm
ef2 =36 cm?+ 196 cm?- 2., ©cm.14cm. 0,695
e’ =11524 cm? = of = 10,73 ¢cm d
14 cm e

El teorema de Pitdgoras es un caso particular del teorema del coseno.
bc? = ab? + ac - 2. ab. ac.cos 2

be C
b_ = Q’ +ac’ - 2.ab.ac. cos 90°
bc? = ab? + a2
a b

Ejercicio N°43: Calcular el valor de cada 4ngulo y lado que falta

a. d.
12 cm \ /
15 cm 15 cm

b. e.

7.5 2(\ /Q\
9.5 cm
C. f.
10 cm

RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Un tridngulo es oblicudngulo cuando ninguno de sus angulos interiores es recto, y resolverlo es
hallar el valor de sus tres angulos y sus tres lados. Para ello hay que aplicar los teoremas del seno,

del coseno y la propiedad de la suma de los Angulas inesiores, gue es igual a 180°.

Siempre que sea posible, se deben utilizar los datos y no los resultados obtenidos.

Se pueden presentar distintos casos.

Dos lados y el angulo comprendido Un lado y dos dngulos

Dos lados y el angulo opuesto a uno de ellos

Los tres lados




Para resolver un tridngulo oblicuangulo dados dos lados y el dngulo comprendido, se pueden seguir

estos pasos. Para verificar los
1. Se aplica el teorema del coseno para calcular el lado gh. | resultados
85° obtenidos, se puede
= Se iy
gh*=(28 cm)? +(22cm)*-2.28cm.22cm.cos 85 s e aplicar la propiedad
gh* = 784 cm? + 484 cm* - 107,376 cm®
ah=3407 cm de la suma de los
e g h angulos interiores de
2. Se aplica el teorema del seno para averiguar los angulos 2 y ﬁ un triangulo.
37.08 A _22cm.senB5" A a0 2
- s o eGP = g u40"2

s 3
TR
2&021 337.06&11:’56"": EZ&cm.m&& = h =54"52"'

85" 07
PR, sen 3407 cm

Ejercicio N°44: Pensar y resolver
Laura y Pablo fueron a conocer el obelisco. Laura se paré a la derecha y observa el extremo superior
con un angulo de elevacién desde el piso de 55°. Pablo lo observa desde la izquierda con un angulo

de elevacién desde el piso de 65°. La distancia entre Laura y Pablo es de 20,8 metros.
a. ¢Cudl es la altura del obelisco?

b. ¢A qué distancia del obelisco se encuentra Pablo? ¢Y Laura?

Ejercicio N°45: Leer atentamente y resolver

a. Santiago estd construyendo una casita de juegos para sus hijos. Para hacer el techo, corta una
madera de 2,50 m de largo en tres partes y forma un triangulo. Uno de los lados mide 0,70 m y el
otro, 1,20 m. ¢Cual es la medida de los angulos del tridngulo?

b. Para colgar unos adornos, Julieta quiere colocar tres clavos en una pared como lo indica la figu-
. o A
ra. éCudl es la medida del ¢?

6 cm 10 cm

15 cm

o) El campanario de la plaza tiene dos niveles desde los que se puede tener la vista panoramica. Desde
el primer nivel, se observa el pie del tobogan con un dngulo de depresién de 20° y desde el segundo
nivel, con un dngulo de depresién de 35°. La distancia que hay entre el pie del tobogén y el primer
nivel es de 26,90 m.

1) ¢Cudl es la distancia entre los dos niveles?

2) - ¢A qué distancia del pie del campanario se encuentra el tobogén?

d)  Catalina observa la terraza de su edificio con un &ngulo de elevacion desde el piso de 55°. Si

. luego de recorrer una distancia de 19,45 m, acercdndose al edificio, la observa con un &ngulo de
elevacion desde el piso de 75°, icudl es la distancia que hay desde los pies de Catalina a la terraza
de su edificio?

e) Desde un globo aerostético que se encuentra a 6 km de altura se observan dos puestos de pea-

jes cuyos dngulos de depresion son de 50° y 20°, respectivamente. (A qué distancia se encuentran
entre si los puestos de peajes?
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UNIDAD N°3: TEORIA DE CONJUNTOS

(FEEEREREEEREREER R A AN NN EREN) l...-.---i-..l.‘l-.llIIII.I...I'.!“I‘.‘..QI.‘l...
El mundo en que vive el ser humano estd rodeado de conjuntos: conjunto de
utensilios de cocina, conjuntes de muebles de una habitacién, conjuntos de libros de
una biblioteca, conjunto de drboles, etc.

sassBsdSIETENORONORERsBROEREBEBEES T xR e e R R R RN RN NN R R R R LR B N LA

IEE R NN NN
(X R R RN NN

CONJUNTO

Es una coleccién de objetos que tienen una o mas caracteristicas en comun.

Eiemplos:

» El album de figuritas
¥ Las letras del alfabeto
¥ Los nOmeros 2, 4,6, 8
¥ Las estrellas del cielo

Notacién: Cada conjunto se designa con una letra maytiscula imprenta. Ejemplos: A, B, C

ELEMENTO

Objetos que integran un conjunto.

Eiemplo: Si A representa el conjunto de los dedos de la mano, sus elementos seran:

Pulgar
Indice
Medio
Anular
Mefique

YYYVYY

Notacién: Cada elemento se designa con una letra mintscula imprenta. Ejemplos: a, b, ¢

RELACION DE PERTENENCIA

Cuando un elemento forma parte de un conjunto,
se dice que el elemento pertenece al conjunto.

Notacién: Para indicar la pertenencia se utiliza el simbolo €

Cuando un elemento no esta en un conjunto, dicho elemento no pertenece al conjunto.
En simbolos: ¢

Eiemplo:
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Consideramos el conjunto A de animales domésticos.

Si p representa perro entonces pe A
Si e representa elefante entonces eg A

FORMAS DE DEFINIR UN CONJUNTO

Para definir un conjunto se utilizan dos llaves en las cuales se encierran sus elementos o la
propiedad gue los caracteriza.
Un conjunto puede definirse por:

# EXTENSION: cuando se nombra a cada elemento. Elemplo: V={a,e,i,0,u}

# COMPRENSION: cuando se especifica la o las caracterfsticas que poseen sus elementos. -
Se emplea una letra, generalmente x, para representar al elemento genérico.
Ejemplo: V ={x/x es una vocal del alfabeto }

Egercicios:
1) Indica si los siguientes conjuntos estén definidos por extensién o por comprension:
A={-2,2}

B = {x/ x es una estacién del afo}

C = {x/ x es una de las tres primeras letras del abecedario}
D={a,ei o0 u}

2) mfm_enmmmmmwm

A = {x/ x es un nimero de una cifra mayor que 2}
B = {x/ x es una letra de la palabra “ropa"“}

C = {x/ x es un mes del aiio}

D = {x/ x es capital de Per(}

3) Define por comprensién los siguientes conjuntos:

A={2,4,6,8}
B = {Sabado, Domingo}
C = {San Juan, San Luis, La Rioja, Mendoza}

D={r, 0,5, a}
4) Dados los siguientes conjuntos:

A={0,2,4,6,8, 10}
B={1,23,4,5,6}
C = {x/ x es digito mayor que 3}

Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas (F)

a) 7e8B e) 5¢8B
b) 0eA f) 9¢C
c) 3e¢C g) 11 e¢A

d) 8cA : h) 8eB



REPRESENTACION GRAFICA DE UN CONJUNTO

Para representar graficamente a los conjuntos se
emplean los DIAGRAMAS DE VENN.

Diagrama de Venn

Un diagrama de Venn es una linea curva cerrada dentro de la cual se colocan los
puntos que representan a los elementos que pertenecen al conjunto.

Elemplo: Si A = { a, i, 0, u } entonces graficamente sera:
A

CONJUNTO UNIVERSAL

Es el conjunto formado por todos los elementos del tema de referencia.

Notacién: El conjunto universal se simboliza con la letra maydscula imprenta U.

Grafico: El conjunto universal se representa con un rectdngulo y dentro de el se ubican los
diagramas de Venn que representan los conjuntos.

Ejemplo:

Si U ={x/xes una vocal} entonces A ={a,e, i}
U

A

CONJUNTO VACIO

Es el conjunto que NO tiene elementos. ‘f :

Notacién: El conjunto vacio se simbolizacon ¢ o { }.

Ejemplo:

Gréaficamente:
A = {x/x es alumno de 6° afio del Colegio Juan Pablo II que mide mas de 3 m de altura} ‘ =

A
A={} o A=¢% Q
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SUBCONJUNTO

Si todo elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B,
entonces se dice que A es un subconjunto de B (0 que A esta contenido en B).

Notacién: Si A es subconjunto de B lo simbolizamos A cB.
Si A no es subconjunto de B lo simbolizamos A ¢ B.

Ejemplo: Si A={2,4} vy B=4{2,4,6,8} entonces AcB

Observacidn: para cualquier conjunto A se verifica que:
$cA ; AcA y AclU

IGUALDAD DE CONJUNTOS

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.
ﬁgg‘@: Si A es igual a B

lo simbolizamos A = B.

Eiemplo:
Sean A = {x/x es letra de la palabra “mora”} y B = {x/x es letra de la palabra “iamo"}
Definamos los conjuntos A y B por extensién: A = {m, o,r,a} y B={r,a, m, o}

Porlotanto: A=B

Observacion:
= Si AcB y Bc A entonces A=B

« Si A=B entonces AcB y BcA

A = {x/x es un nimero par no negativo menor que 9}
B = {x/x es uno de los digitos del nimero “24680"}

C=4{2,4,6,8}
D = {x/x es uno de los digitos del nimero “8246"}
E={24,6,8,0}

6) Trad

a) x no pertenece a B

b) x pertenecea C

c) M es subconjunto de P
d) d es elemento de A

e) X estd incluido en Y

f) A no es subconjunto de Q
g) Aesiguala G

h) m no es elemento de H
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7) Dados los siguientes conjuntos:

A = {x/x es letra de la palabra “arco”}
B = {x/x es letra de la palabra “rocas”}
C = {x/x es letra de la palabra “croa"}
D = {x/x es letra de la palabra “coral”}

a) Representa analitica (en simbolos) y graficamente las inclusiones que resulten.
b) éHay conjuntos iguales?éCuales?

8) Explica la diferencia entre las expresiones: acB y {a}cB

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Las operaciones con conjuntos permiten obtener nuevos
conjuntos.

Las operaciones que vamos a estudiar son:
Unién
Interseccién
Diferencia
Complemento

UNION

Se llama unién entre dos conjuntos A y B al conjunto formado por:
todos los elementos que pertenecen a A o todos los elementos que pertenecen a B.

Se simboliza: AU B ’f
Esdeci: Au B={x/xcA o xeB} |

Gréficamente:

Ejemplo:
A={a, b,C} B={cldle}

Analiticamente: Au B ={a, b,c, d, e}

Gréficamente:
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I RSECCI

Se llama interseccién entre dos conjuntos A y B al conjunto formado por:
todos los elementos que pertenecen a A y todos los elementos que pertenecen a B.

Se simboliza: An B

E irr AnB={x/xcA y xeB}

Graficamente:
- u
a B
a»

AMNB
Eiemplo:
A={a,b,c} B ={c d,e}
Analiticamente: A~ B = {c}
Graficamente:

u
ANB
COMPLEMENTO
Se llama complemento de A al conjunto formado por:

todos los elementos del conjunto universal (U) que no pertenecen al conjunto A

Se simboliza: A

Esdecir: A ={x/xeU y xgA}

rafi
Eiemplo:
U = {x/x es vocal} = {a, &, i, 0, u} A={a, e i}
Analiticamente: A = {o, u}

Graficamente:




DIFERENCIA

Se llama diferencia entre dos conjuntos A y B al conjunto formado por: |
todos los elementos que pertenecen a A y todos los elementos que no pertenecen a B.

Se simboliza: A - B
Esdecir: A-B={x/xcA y x¢B}

rafi nte:
U
A-B
Ejemplo:
A={a, b, c} B={cd, e}
Analiticamente: A -B = {a, b}

Observacién: Se verifica que:

U-A= A
A-B« B-A
A-B=An B

co TOS DISJUNTOS

Dos conjuntos son disjuntos si no tienen elementos en comdn.

Es decir: Dos conjuntos son disjuntos si la interseccion es igual al conjunto vacio.

Simbdlicamente: A y B son disjuntos siysolosi An B= &

Gréficamente:
O

ANB=¢
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Eiemplo:
A ={a, b} B={c, d}

Como An B=® entonces A y B sondisjuntos.

Gréficamente:
ANB=¢
Ejercicios: 10) Sean:
U={0,1,23,4,5,6,7 8,9}
9) los siguien njuntos: A={1,2,3, 4
U={a;b;c;d;e;i;u;l;m;n;o;r;s;t} B={5,6,7, 8}
A = { x/ x es letra de la palabra “alumno”} C={3,4,5,6}
B = { x/ x es letra de la palabra " estudiante”} —
Resuelve anali raficamente: Resuelve analitica y gréficamente:
a) AUB A
b) DnB
b) AnB A A-8
c) A-B d) CuD
d) B-A : £Qué conjuntos son disjuntos? Justifica
11) Completa las siguientes propiedades: (puedes ayudarte realizando los graficos) g4y
a) AuU= . e ¢ =
by Au® = f) U=
) AnlU=..n, g) A=

AUB A B A B
@ OO O
Si Ac Bentonces AUB =............... Ay B son disjuntos

ANB A B
© OO
Si Ac B entonces . Si A y B son disjuntos
o] - — entonces ArB = ...

A B

A-B A B A B
o OO0
Si Ac B entonces Si A y B son disjuntos
A-B= .. entonces A-B = ... .

e) AnC

) A

g) D-C
h) A~B
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La representacién gréfica del conjunto de los nimeros reales es en la recta numérica.
Dos nlmeros reales a y b con a < b (se lee: “a menor que b")
se dibujan en la recta numérica a a la izquierda de b.

» Para expresar los niimeros reales que son menores que 2 se escribe x< 2
Qra expresar los niimeros reales mayores que -1 y menores que 3 se escribe -1 < x<3

7 4/
V—
Estas expresiones dan lugar a los INTERVALOS.

Un intervalo es un subconjunto de los nimeros reales,
comprendido entre dos valores fijos llamados extremos.

Intervalo ABIERTO: Llamaremos intervalo abierto (a, b) al conjunto de los nimeros reales

mayores que a y menores que bcona < b.
a y b son los extremos y NO pertenecen al intervalo.

Es decir: (a,b)={xcR/a<x<b}

Gréficamente:
e (e
a b
Eiemplo:

(2,8)={xcR/2<x<4}

—  Csaaaaaaaaaassasso———
2 3 4

Intervalo CERRADO: Llamaremos intervalo cerrado [a, b] al conjunto de los nimeros reales
mayores que a y menores que b con a < b.
a y b son los extremos y SI pertenecen al intervalo.

Es decir: [a,b]={xcR/a <x<b}

Gréficamente:
——— i RN TNy
a b
Ejemplo:

[2,4]1={xeR /2 < x< 4}

e S5 G
2 3 4
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Intervalo SEMIABIERTO: Son intervalos en los que se realizan combinaciones con los

extremos.
Pueden ser:

(a,bl={xcR/a<x< b}

SRR

b

[a,b)={xcR/a<x<b}
ORI —

b

Intervalos INFINITOS: Se presentan las siguientes posibilidades:

(o0, b) Conjunto de los nimeros reales menores que b.

(-, b] Conjunto de los niimeros reales menores o iguales que b.

(a, +x) Conjunto de los nimeros reales mayores que a.

[a, +x) Conjunto de los nimeros reales mayores o iguales que a.
Nota: Los simbolos +w y =-oo se utilizan para indicar que son el infinito positivo y el infinito
negativo respectivamente.

MEN:
Denominacion Notacién Notacién Gréfica
del intervalo del intervalo como subconjunto del intervalo

ABIERTO (a, b) {xeR/a<x<b} . S .

a b

CERRADO [a,b] {xeR/a<x<b} —0-—-0—b

a
(a,b] {xeR/a<x< b} —0—:—
a
SEMIABIERTO
[a,b) {xeR/a<x<b} ——‘—Ct;—
a
(o0, b) {xeR/ x <b} _bo—
(-0, b] {xeR/ x < b} -
INFINITOS b
(a, +) {xeR/a<x} e i
a
[a, +o0) {xeR/a<x} =
a
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Observacion:
Los intervalos NO se expresan por extension.
Los intervalos NO se representan en un diagrama de Venn.

Ejercicios:

A={xeR/-1<x < 12}
B={xeR/ x = -4}
C={xeR/ -15<x<35}

OPERACIONES CON INTERVALOS

Como los intervalos son conjuntos, las operaciones que se pueden realizar con ellos son las definidas
en general para conjuntos: unién, interseccion, complemento y diferencia.

Eiemplo:
Sean U = (-, +00), A=(-w0,3] y B=[-2 +»)
% AUB
A B
N A
s - B N
¢ { F ] 1 + } ! }
3 -2 -1 0 1 2 3 4

AWB (todos los elementos de ambos intervalos)

Por lo tanto: AWB = (-0, +) entonces AuUB =R

v ANB

A B

A A
~ -~ ~ N
¢ —f— —t— 3 >

3 -2 1 0 1 2 3 4
N =7
~
AN B (los elementos comunes a ambos intervalos)
Por lo tanto: A NB = [-2, 3]
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(todos los elementos que no estan en A

< A-B

A B

N P
- " RS, ™
W r ! | | L . | 1 a
1 L L} ) L) A - ] 10

3 -2 -1 1] 1 2 3 4
N W
.

A—B (todos los elementos que estan en A y que no estan en B)

Por lo tanto: A -B = (-0, -2)

Ejercicio:

3) Calcula AVB, AMB, A yv A-B

a) A=[3,5 vy

b) A=(-2,5) y B = (-4, 2]

c) A=(-0,4) vy B =[-3, -1]

d) A=(27 vy B=1[79)
y
Y

B =[1,4]

e) A=(3,6) B =(4, +o)
f) A=(3, +wx) B = (-0, -1]
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