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CONTRATO PEDAGOGICO

Espacio curricular: Matematica. Curso: 5° afio.
Docente: Prof. Sergio Baigorria. Orientacion: ..o

El alumno se compromete a:

1. Expresarse respetuosamente con el docente como asi también con sus compaferos y con los equipos
directivos y personal en general procurando un clima de aula positivo.

2. Ingresar puntualmente a clase tanto al comenzar la clase como al regreso de los recreos.

3. No consumir bebidas, mate o alimentos en horas de clase.

4. Participar activamente en clases, tener buena conducta, que implique entre otras actitudes: no interrumpir
al docente o compafieros que estan exponiendo, acatar las consignas de trabajo que propone el docente,
responsabilizarse por el cumplimiento de las tareas solicitadas por el docente, no charlar o molestar a otros
o utilizar elementos que puedan distraer la atencidn propia y de sus compafieros.

5. Integrarse activamente y con una participacion responsable en los proyectos propuestos por el docente.

6. Trabajar en equipo (cuando esta modalidad sea requerida por el docente) de manera colaborativa y
responsable, aceptar las diferencias entre los integrantes, ser tolerantes y ayudarse mutuamente para lograr
buenos resultados.

7. Comprometerse a estudiar a conciencia diariamente para las clases, para las evaluaciones escritas y orales, y
ser responsable con el cumplimiento de las actividades para el aprendizaje.

8. Traer todos los dias de clase el cuaderno, no carpeta, y el cuadernillo de la materia, con notas individualizadas
junto con el resto de las calificaciones obtenidas, como para la determinaciéon del promedio de cada
cuatrimestre, como también es obligatoria su presentacién al momento de rendir en las instancias de
recuperacion. Es indispensable traer los elementos para el aprendizaje.

9. Aceptar, incorporar y cumplir con el material de estudio y actividades que el docente agregue durante el
cursado del presente ciclo lectivo, siempre que estén contemplados en la Planificacion Anual de Matematica,
los cuales seran debidamente notificados con anticipacidn a las familias y publicados en la plataforma
institucional y/o cuaderno de comunicaciones.

10.El estudiante debera prever que el cuaderno contenga organizados en sus primeras pdaginas los siguientes
contenidos: a- Cardtula que indique nombre del estudiante, curso, materia y nombre del docente.
b- Evaluaciones corregidas. c- Contenidos desarrollados.

11.En caso de ausencia, aunque sea justificada, pedir y completar la tarea, y hacer lectura del tema visto. La
inasistencia a clase no justifica la falta de estudio e incumplimiento en las tareas.

12.Entregar los trabajos (guias, producciones, actividades) en tiempo y forma, colocando apellido y nombre
curso, materiay tema desarrollado, en caso de tareas manuscritas, la presentacidn debe ser prolija, escrituras
con tinta de un solo color, con letra clara, sin tachaduras ni borrones, con caratula y en un folio. También dar
cumplimiento a lo indicado en este item, cuando las consignas de entrega sean por medio digitales. En el
caso de tareas realizadas en el cuaderno, deben estar firmadas y fechadas por el docente.

13.No usar dispositivos electrdnicos, celulares, auriculares, parlantes, etc., salvo que el profesor lo autorice y
requiera para actividades estrictamente pedagodgicas.

14.Asistencia a clase con al menos un 75% de asistencia, para los estudiantes que no alcancen este minimo de
asistencias implicara una reduccion en la calificacion actitudinal (excepto en los casos motivados en temas
de salud o razones de fuerza mayor debidamente justificadas).

15.Mantener el aula ordenada y limpia, de no ser asi los estudiantes no podran retirarse hasta tanto dejen el
curso en condiciones.

16.Mostrar buena predisposicidon para colaborar en la organizacion de los actos escolares cuando sea solicitada
su cooperacion para este fin.

17.Respetar los tiempos de consulta al docente y que las mismas sean apropiadamente formuladas en los
horarios de clase (teniendo en cuenta que el docente no puede repetir temas completos).

18.Presentar las autorizaciones firmadas por los adultos responsables en tiempo y forma en los casos de salidas
didacticas o actividades escolares extra-aulicas.
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El docente se compromete a:

1. Ser puntual y procurar no faltar a clase.

2. Respetar al estudiante y a su familia.

3. Reconocer al estudiante como un sujeto de derecho que requiere atencion y dedicacién para alcanzar el
desarrollo de sus capacidades a través del proceso de ensefianza y aprendizaje de calidad.

4. Asegurarse que, al término de la clase, el aula quede ordenada y limpia.

5. Generar un ambiente propicio para el aprendizaje incentivando a la participaciéon de cada alumno, a
despertar el interés y curiosidad por el conocimiento.

6. Asegurar un trato respetuoso hacia sus estudiantes.

7. Preparar las clases con actividades que promueven el desarrollo de distintas habilidades.

8. Notificar por escrito al menos con una semana de anticipacion a la fecha de la evaluacidn, y posteriormente
las calificaciones obtenidas en las evaluaciones.

9. Responsabilizarse por las evaluaciones realizadas por los estudiantes hasta tanto sean devueltas a los
interesados.

10.Elaborar consignas claras y explicitar los criterios de evaluacion en las pruebas.

11.Ponderar el trabajo del alumno teniendo en cuenta su desempefio y predisposicién.

12.Utilizar variedad de recursos diddcticos.

13.Proponer proyectos escolares que impliquen la participacidén de los estudiantes e incentivarlos a intervenir
en la organizacidn de los actos escolares.

14.Formular proyectos de articulacion entre afios y/o niveles de manera de facilitar los aprendizajes.

15.Notificar a los padres sobre el desempefio escolar de sus hijo/a consignando la informacion en la plataforma
en tiempo y forma.

16.Notificar con anticipacion a las familias sobre el agregado de material de estudio y actividades al cuadernillo
durante el cursado del presente ciclo lectivo, siempre que ya estén contemplados en la Planificacion Anual
de Matematica, mediante la plataforma institucional y/o cuaderno de comunicaciones.

Los adultos responsables se comprometen a:

1. Revisar con frecuencia el cuaderno de actividades de la materia.

2. Firmar las autorizaciones requeridas por el docente para la asistencia de su hijo/a en la participacion de
actividades extra aulicas o salidas.

3. Mantenerse atentos a los comunicados del docente y al seguimiento de desempefio académico de su hijo/a.
a través de la plataforma institucional y/o cuaderno de comunicaciones.

4. Avisar a preceptores por inasistencias y justificarlas mediante certificados.

5. Asegurarse de que su hijo/a complete las actividades y se informe de lo solicitado cuando no pueda asistir a
clase.

6. Dirigirse con respeto al docente, como asi también al resto del personal, transmitiendo sus inquietudes por
los medios y momentos apropiados.

7. Incentivar a su hijo/a para que estudie y cumpla con sus obligaciones necesarias para el aprendizaje.

8. Asegurarse de que su hijo/a vaya a clase habiendo estudiado los contenidos dados por el docente.

9. Asegurarse y facilitar a que su hijo/a cumpla con los materiales, utiles, cuaderno, uniforme, cuadernillo,
fotocopias, etc. cuando sean requeridos y demas elementos de importancia para su bienestar escolar.

Firma Firma Firma
alumno adulto responsable docente

............................................................................ Sergio Bo\igowio\

Aclaracién Aclaracién Aclaracién
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PROGRAMA DE EXAMEN Y ESTUDIO 2026

Curso: 5° afio Secundario Orientado.

Orientaciones: Economia y Administracion — Ciencias Naturales.
AREA: Matematica

DOCENTE: Prof. Sergio A. Baigorria P.

EJE TEMATICO 1: Aritmética y Trigonometria |

ARITMETICA: Orden de las operaciones. Operaciones combinadas.

TRIGONOMETRIA: Funciones trigonométricas: seno, coseno y tangente. Funciones trigonométricas
inversas. Teorema de Pitagoras. Angulos complementarios en un tridngulo rectangulo. Resolucién de
triangulos rectdngulos. Problemas.

EJE TEMATICO 2: Trigonometria Il

GRAFICAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: Sistemas de medicién de &ngulos. Circunferencias
trigonométricas. Valor de las funciones trigonométricas de dngulos particulares: 0°, 309, 45°, 60°, 90°.
Gréficas de funciones trigonomeétricas.

TRIGONOMETRIA: Teoremas del seno y del coseno. Resolucién de tridngulos oblicudngulos. Problemas.
RELACIONES ENTRE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS: Relaciones entre las funciones. Cosecante,
secante y cotangente.

EJE TEMATICO 3: Funciones trascendentes y algebra

FUNCION EXPONENCIAL: definicién. Ecuaciones exponenciales.

FUNCION LOGARITMICA: Logaritmo: concepto. Logaritmos decimales y logaritmos naturales.
Propiedades de los logaritmos. Ecuaciones logaritmicas.

Resolucidn de problemas.

GRAFICAS DE FUNCIONES TRASCENDENTES: Gréficos de funciones exponenciales. Crecimiento y
decrecimiento exponencial. Variaciones de la funcién exponencial. Funcidn exponencial natural y=e*.
Graficos de funciones logaritmicas. Crecimiento y decrecimiento de la funcidon logaritmica. Variaciones
de la funcién logaritmica. Funcién exponencial y logaritmica de igual base. Funcion exponencial y
logaritmica con base e.

BIBLIOGRAFIA
= “Una puerta abierta a la Matematica” - Ed. Comunicarte.

= “Matematica” - Ed. Santillana. - Perspectivas.
= “Nueva carpeta de Matematica IV” — R. Schaposchnik y varios - Ed. Aique.

oK oS
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Repaso

Vi 1 combinadas
Pasos para resaluer aperaciones

1°)Separa en términos.
Busca los signos + y — fuera de los lugares “encerrados” (puestos en rojo):

(Paréntesis)exponente Dividendo
divisor
Corchetes]éxponente indice ,
[ ] VRadicando
exponente .z
{Llaves}*® Funcion®*Ponente gr gumento

Recuerda: si falta el signo al principio del primer término entonces es + (suma). Y si falta el signo dentro del
término entonces es * (multiplicacién). Por ejemplo: 2(—3) = +2¢(—3) = —6.

2°)Resuelve todo lo que esta “encerrado”:
En este paso, hay que resolver todo lo que esta “encerrado” (en rojo) de forma
independiente como célculos auxiliares. Unavez resueltos, reemplaza esas operaciones en

rojo con su resultado.
Nota importante: cuando una potencia afecta a una funcién, se pone el exponente arriba del nombre de la
funcién. Por ejemplo, para expresar que la funcién “seno de 1 estd elevado al cuadrado” X no se escribe
(senm)?. En su lugar, se dice “seno cuadrado de pi” « vy se escribe sen? 7. Como el exponente 2 esta
“encerrando” a la funcién senm, habra que calcular primero la funcidon y después elevar su resultado al
cuadrado.

3°)Resuelve funciones, por ejemplo: seno, coseno, tangente, logaritmo, etc.

4°)Resuelve potencias y raices.
Regla de signhos de potenciacion: base negativa y exponente impar, da negativo; sino da
positivo:
[_]impar — -

Si el exponente de una potencia es negativo, invierte la base:
ax™  (b\"
G =)
Regla de signhos de radicacion: para este tipo de operaciones combinadas, el resultado

tendra el mismo signo del Vradicando. PERO %2 la regla de signos de la radicacién no es
tan simple... por ejemplo:

indice par indice impar
. V+9 =43
Radicando pues (+3)? = 49 ytambién (—3)% = +9. ¥Y+8=+2
positivo En operaciones combinadas, tomaremos como resultado pues (+2)3 = +8
+3.
Radicando V=9 = no tiene solucién en R V-8=-2
negativo pues ningln numero real elevado al cuadrado da negativo. pues (—2)3 = -8
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5°)Resuelve multiplicaciones y divisiones.

Regla de signos de multiplicacion y divisién: si la cantidad de negativos es impar, da
negativo. (Se pueden incluir los signos que separan en términos.)
En caso de haber divisiones, tienes 2 opciones:

* Resolver de izquierda a derecha @ si o si. Cuidado con la divisién pues se resuelve y
se simplifica distinto a la multiplicacion con el riesgo de que te confunda ya que no es
conmutativa ni asociativa. A Es MUY peligrosa.

* O, mucho mejor y facil, conviertes la division en ﬁmultiplicacién & : puedes hacerlo

invirtiendo el divisor y resolviéndola como multiplicacion:
—>
a c__a d__ad
b'd b ¢ _ bc
Se resuelve multiplicando “derecho” (como muestran las flechas verdes).
Se simplifica “cualquiera de arriba (numerador) con cualquiera de abajo (denominador)”

dentro del mismo término.
| Cuidado: No se pueden simplificar fracciones que estén en términos distintos.

alalsla

6°)Suprime paréntesis:
Regla para suprimir paréntesis (), corchetes | ]yllaves{ }:

e Si adelante del paréntesis hay un signo ==, cambia los signos + y — de adentro y suprime
los paréntesis.

¢ Si hay un signo = adelante, solo suprime los paréntesis.

7°)Resuelve sumay resta.
Regla de signhos: si suma, “tengo”; si resta, “debo”.

. 1 1 2 . 5 . .
I iCuidado! 3 + 3 ho da S Sino—. No se suman ni restan fracciones “derecho”.

Advertencia: Solo se pueden simplificar fracciones que se multiplican o dividen en el mismo término, asi
que no simplifiques entre fracciones que estan en términos distintos sumando o restando.
Primero debes calcular el m.c.m.: se copian aparte los denominadores y se van dividiendo

en numeros primos (2; 3; 5; 7; 11; etc.), nunca en nimeros compuestos (4; 6; 8; 9; 10; etc.).

Denominadores> 2 3 | 2\ Dividiren nimeros primos
1 3]|3J) (235711 etc.)
1 6\ €m.c.m.
Coloca el m.c.m. en el denominador: \\
\
1 + 1 — 4_
2 3 6

Segundo, para calcular el numerador debes ir dividiendo el m.c.m. en los denominadores
(de abajo), multiplicando en los numeradores (de arriba) y colocando el resultado en el
numerador (arriba del m.c.m.):

Porejemplo: 6:2 =3,y3 *1 = 3; coloca el 3 en el numerador (arriba) sobre el m.c.m.:

R

T

Copia en orden a los signos que separan términos poniéndolos en el humerador (arriba)

sobre elm.c.m.:
AaY

1+_
2 3 6

W] =
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Continda sumando la otra fraccién como hiciste antes: 6 : 3 = 2,y2* 1 = 2; colocael 2 en

el numerador (arriba) sobre el m.c.m.: e\
1 N C.l B 3+2
2 ~:3 6

Resuelve el numerador: |

1 1 3+2 5
2 3 6 6

Una vez terminada la suma o resta con fracciones, intenta simplificar la fracciéon del

resultado, (en el ejemplo, no se pueden simplificar 5 con 6).

Resumiendo:
1°) Separar en términos.
2°) Resolver lo “encerrado” aparte.
3°) Funciones.
4°) Potencias y raices.
5°) Multiplicaciones y divisiones.
6°) Suprimir paréntesis.
7°) Sumas y restas.

Ejercicios pararesolver: | #°

Son obligatorias todas las operaciones combinadas de los puntos ‘ 13, (19 28‘y‘32 ‘ Todos los

calculos y sus calculos auxiliares deben estar en la misma hoja y en el cuadernillo. NADA EN
HOJA “APARTE”.

Después, AL TERMINAR, NO ANTES, resuélvelos usando calculadora cientifica para verificar tus

2

resultados. &* & Para eso, no olvides agregar paréntesis, en la calculadora cientifica clasica,
para todas las operaciones “encerradas”.

Prof. Sergio Baigorria Matematica 5° ano pg. 7



1 Calcula las siguientes sumas:
a) (+3) + (+7) ) (—=3) + (412 k) (—5 +
B) (+9) + (+12) 9) (—18) + (4 6) b (17 B
¢ (—8) + (—9) hy (+7) + (—19) m) {+9) + (—9)
d) (—10) + (—8) i) (+23) + (—15) n o+ (—3)
el (+6) + (+15) i} (—32) + (4 18) o) (—4) + 0

Calcula las siguientes sumas:

al (+3) + (+9) + (+12)

b) (+15) + (+8) + (+10) + (+ 1)

€) (+20) + (+7) + (+9) + (+5) + (+12)
d) (—8) + (—5) + (—9)

e) (—11) + (—2) + (—15) + (—20)
N=14) + (=4) + (—=21) + (— 1) + (—13)

Calcula las siguientes sumas:

3 a) (—9) + {(+12) + (+7) + (—20) + (— 1)

B) (+10) + (—4) + (+17) + (—11) + (—12)

cl (+6) + (—1) + (—20) + (—18) + (—9) + (—8)

d) (—17) + (—23) + (4 28) + (—8) + (+32) + [—15)

e) (—86) + (+3) + (+8) + (—11) + (—32) + (—2) + (+ 20
) (+35) + (—-18) + (=25} + (+7) + (—9)

Calcula las siguientes sumas:
4 a) — 7+ 12419 —-6+6 d —1—-2-94+15-3
b) 42 —6—12—9+ 2 e) 9+7—-24--304+5—8
c) —4—184+20—14+3 f) —10—15 4 32 + 45— 60
Calcula las diferencias:
5 | 3 (423 — (419 ¢) (—9) — (—24) &) (+9) — (—45)
b) (+ 11) — (4 30) d) (—29) — (—17) ) (=18) — (=15)
6 Realiza las siguientes operaciones:
a) (+7) — (=1 + (=9 —(+9

b) (—11) + (—6) = (=4 — (=)

¢) {—10) = (—3) + (—2)} - (—8) — (4 15)

d) (—5) + (—11) — (—14) — (—4) + (+20)
g) (+12) — (—9) — (+8) + (—86) — (+7)

1) (—100) + (—25) — (—55) + (—15) — (=9)

7 Realiza las siguientes operaciones:
a) {(+18) —[{+ 4 —(—6) + (+2]} — (=)
B [ + =5 —(=D] — [-3 + (=) — (+a]
=13 —{t=2+[+9—-9] — =9} + n
d (—14) + (=8 + [(~9 — (~9] - (+12)
—{ =9+l —al +l=v—-@al}l+ D
H— [=8 + 3] + [(=9 — (—3) — =1] — (+20)
8 Calcula los productos:
a) (+3) (+9) d) (—9) (+7) g) (+9) (—9) i) (—4) (+12)
b) (—12) (—5) e) (+ 8) (—#8) h) (+6) (—8) k) (+9) (—5)
c) (—3) (+11) ) (—=7) (—5) i), (—7) (--10) N (—6) (—7)
Calcula los productos:
9 a) (—3) (+5) (+2) ) (—8) (+9 (—4)
b} (+7) (—2) (—3) (—1) g) (—4) (--5) (—6) (—8)
c) {+25) (—2) (4 6) (—4) h) (—30) (+4) (—95)
d) (—2) (—=7) (+10) (—4) i) (—8) (—10) (+2) (—3)
e) (—1) (+3) (—2) (+5) (—4)
Aplica convenientemente la propiedad conmutativa y la asociativa para simpli-
10 ficar la operacioén:
a) (—25) (+2) (—7) (—5) (+4) (—8) c) (—125) (—2) (+2) (+8) (—6)
b) (—9) (—5) (+3) (+ 20) (—10) d) (—500) (4+37) (—2) (—10)
11 Calcula los coclentes:
a) (—32) : (—8) d) (—35) : ((+Z)) g)) ((—gg)) ; (‘+;)'")
b) (+25) : (+5) e) (—12) : (+ Do
¢) (—36) : (—9) ) (+30) : (—6) ) (+33) : (+11)
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12

13

b —

14

15

16

17

18

19

Realiza las operaciones:
a) (—7) ¢ (—12) : (—4)

) (72 (~2) : (+.9) - (—7)

b) (—5) + (4 6) » (—10) : (—15) e) (—100) : (—50) - (—6) - (+3)

€} (—20) : (—4) - (—9) : (—5)
Realiza las operaciones:

a) (—9—7) : (—8) + (—2(—23)
B) (—4)(—9) : (—3) : (+4) + (—8) :(+2)

O [(+12 (=3 — = (+9] : (—=3—1)

A [(—6) (=5 + (—12) : (+ 4 — @—1] - (-3

e) (—20) : (—5) + (—B)+ (—2) —8:(—2)
n[20—(—15:(=3] - [(=3(=6 — (—9(-2]
g) 42 —[82: (—8) +9] — (—9)(—23)

N (=9 [—-7+ =3 —a] : [(-30): (=2 +(9]
D[12—(5+2] (=7 —4 (=5 : (—2)
N{35—7-(—4—16:(—8) - (—3)} [—12:(—3)]
Calcula las sigulentes potencias:

a) (+ 3)2 d) (— 5 g) (—2p i) (— 2)8
b) (+ 3) o) (—10) ) (—2p K) (—2)
c) (— 4)2 f) (—3) i) (— 2)* 1) (+4)3

Resuelve aplicando las propiedades convenienies:

a) (=32 (=3) - (=3P =

b) (—2)+ (—2)¢+ (—2) = f [(—100]2 =

¢) (—5) : (—5)¢ = o) { [(+2¢]°}" -
d) (+4)° : (+ 47 = m{[ =]} =
Aplica la propiedad distributiva cuando sea posible:

a [(—2-3(-9]% = d) (6:3—1p =

b) [(—5)+4]% = e) [9:(—m]°

o [(=12): (+3]? =

Calcula las siguientes raices:

f) (4 40) : (+8) * (—12) : (—10)

m) (— 8)2
n) (—4)
o) (+ 8p

e) [(—ar:(—3r] - (—a3p =

Nz —n+-2]° =

a) N+ 1000 ) \/+ 16 a) \/ 64
b) \/ + 25 e) \/ — 32 h) /64
¢) Ny — 125 h Y +8 i) /64
Calcula aplicando la propiedad distributiva:

a) \Y/{—8) - 125 + 1000 d) \/ 16 + 10000
b) \/ 25 + 36 - 49 e) \/81 -9+ 16
c) \Y/(—64) - (—27) » (—125) ) \/100 « 4 - 64

Operaciones combinadas

o) [(—a + (+n]

b) (—3)2 + (+2)°

¢) (—3)2+ (—2)+ /=27

d) /=32 (—3+47) : (=2

8) (—7 45042 — /25 (=2

N (=313 :4/9 =12 1 |—20 4+ /&
g} VI (5 — [—2P & (—4)

W [=7 — =m]%: (=2 —(—18) : 2
) n/4 s (=57 1 [—3 4+ 1} 4 [—6R ;N
Bl I— 10 i~ 1 — 24 1 (=2
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20 Calcuta las siguientes sumas:
3 1 4 1 8 3 5 3
o+ 99—tz @5t gty
4 1 1 1 2 4
— — - — _ = h} — + 5
0) 3 + — & < + 3) N4 + < )=
21 Calcula las siguientes sumas:
3 5 1 4 3 5
¥ Tttt " t%w %
7 3 3 2 2 1 3 7
't wtTt S e A T T
2 5 1 4 1 5 7
- — i h) — — 4+ —
c) 3 + 18 + 3 ) g + 5 + 12 8
1 5 2 8 7 2 2
d)-1_2_+1_8+_9— i)T+?+T+27
3 .1 5 '
e) — —_ —_—
) 8 + 6 + 12
22 Calcula las dilarencias slgulontes: ‘
3 1 1 1 7 3 5
Ve 5 -7 o4 — 5 N7 T F
2 1 2 2 5 3 7
b) — — — - L -~ - —_—
I 2 d) - . N5 —2 h < — 12
Roaliza las sigulentos operaciones:
23 a) 3 1 | 2 p 1 1
4 2 T s L T
2 3 7 4 1 3
S R T R )
5 1 4 5 5
) — — — - — f) — —_— 1= —
f 3 3t bzt 6
Calcula los siguientes productos:
24 2 6 21 2 5 a4 ( 9 ( 10
e i i s (=) (-5
4 25 4 2 7 ( 12 7
b) — — 3. — h) — — . — KWl—-=) (=
' 95" 8 e —3 )= ) 14) ( ‘g‘)
3 ( S ) 7 , 24 14 ( 2 ) ( 6
= —_ — .4 -— - —) - =
¢ 3 6 "2 " 35 3 h 3 —)
25 Calcula los siguientes cocientes:
2 7 ( 12 6 ( 4 6
_— — di{ — — ] : — —_ - —
A7 3 ) 15) 10 9 z ) 25
57 (% (=) (= =)
— — _— _ h _ . _—
AR TIT; ¢ 5 20) ) 11) : 22
13 p 515 i)( 4)_( 10)
O 7 26 —3/i\T s
26 Calcula los siguientes productos. Simplifica antes de efectuar las operaciones.
12 21 25
a) —_— .
35 30 18
b) 24 36 33 15
45 32 81 55
< (_ _16) . 14 35 ( 2?)
49 18 72 25
D=0 51D
45/ °\T a0/ \T 27/ \T a9
e) (_ _22 ) 56 ( 52) ( 48 )
39 e6 \ 63/ \T g
”i‘(_iz)( 100 72)
25 81/ _Tda_)' 51
27 Caicula
4
05w (B y)  a(-2). 2 (-5
3 15 25 3 20 6 3
6 7 6 6
bi(—-—).(__.L SRR 2 ( __)
Mol bE AN A S W A

Prof. Sergio Baigorria
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Efectua las operaciones Indicadas:

a)

(O S R N DO
VA N R

Wl oo (- 3000

¢ ?“-3*% + 3=
LR
3 6 4
g2 lF—2)s
)
(s+<)=5)5 oL
e) — _3+-1_ (___5_)_“
4
(-0 -%):(=%)

Calcula las siguientes potencias:

29 1

o(-7)= al)s ()=

2
3
2 (-5 o= ()

Ji

Calcula las siguienies potencias:
30 -2 -2 2 )( 1 )—4 _
- - T = e —_—— ==
2 ( 3 ) ©s 10
1 -3 3\t a
——) = d) (—) = H(—3* =
5 (=) :
Calcula las siguientes raices:
31 3 —_— 3 —-1
a) —_ i — c) _4_ — e) i.g_ —
27 100 729
_ 5 — —
16
b) o|— = d) 4/— 100 000 = a2 =
25 81
Efectua las operaciones:
32 | —; )\ s
a) J_ —— (_ _) I
i 8 3 6
8
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Resultados:

[1]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)
()
)]
(k)
(V)
(m)
(n)
(o)
[2]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
[3]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
[4]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
[5]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
[6]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

Prof. Sergio Baigorria

+10
+21
—-14
—18
+21
+9
—12
—12
+8
—16
0
+7

+24
+34
+53

[7]
(a)

(b) -

(c)
(d)
(e)
(f)
[8]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)
(i)
)]
(k)
(V)
[°]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)
()
[10]
(a)
(b)
(c)
(d)
[11]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)
(i)

+6

-35
—36

—14

+27
+60
—33
—63
—48
+35
—-81
—48
+70
—48
—45
+42

-30
—42
+1.200
-560
—120
+288
+960
+600
—480

+56.000
—27.000
—24.000
—370.000

+4

[12]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
)

[13]

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)
(i)
)
[14]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(g)
(h)
(i)
)
(k)
(V)
(m)
(n)
(o)
[15]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(8)

(h)

Matematica 5° ano

-78
+20
+150
+10
-2
—164
+228

+9
+27
+16
—512
+10.000
—243
+4

-8

+16
—32
+64
+64
+64
—64
+64

—27

—128

—125

+16

+81
+1.000.000
(+2)60 —
=1,15-108
+1

[16]
(a) +900
(b) No se puede:
[(=5) +4]* =
=[-1]? = +1
(c) +16
(d) No se puede:
(6+3-1)3=
=(+1)3 =+1
(e) +81
(f) No se puede:
[2(=3) +
(=2)]° ==
[-8]? = —512
Nota: Aplicar
propiedades no altera
elresultado, pero
puede hacer el ejercicio
mas simple o
complicado.
[17]
(a) +10
(b) £5
() =5
(d) £2
(e) =2
(f) £3
() £8
(h) +4
(i) x2
[18]
(a) —100
(b) +210
(c) —60
(d) +20
(e) +108
() +160

[19]

(@ +9 Ko6,
(b) +17
(c) +54
(d) -2
(e) +12
(f —4
(g) +1
(h) O
i -1
G) 0

pg. 12



[20]

() +—
(b) +2
(€) —=
(d) ——
() +=
M+
(8) +=
(h) +=
[21]
(a) +2
(b) +2
() +=
(d) +—
(&) +=
(h +:
(8 +:
(h) +=
M +=
[22]
(a) +—=
(b) —=
() +-
(d) +—
() +
M -3
(8 ——
(h) ——

Prof. Sergio Baigorria

[23]
(a)

(b)
(c)
(d)
(e)

(f)
[24]

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

(g)
(h)

()
(k)
v

+

—+

WIN Wlh tlon ol vl N

—+

[25]
(a)

(b)
(c)
(d)
(e)
()
(g)
(h)
(i)
[26]
(a)
(b)
(c)
(d)

(e)

[27]
(a)
(b)
(c)

(d)
[28]

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

Matematica 5° ano

f +

[29]
(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

[30]
(a)

(b)
(c)
(d)
(e)

(f)
[31]

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

[32]
(a)

(b) +

(c)
(d)
(e)
(f)

1

100.000

+_

—8
1

s

64
+ —
27

+10.000

1
+ =
81

[ o b |
ulkr ulkr wWIiN

[+ + I
wIiNn ol =
o

k.
2
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Repaso
Tnigenometuia:

Capacidades
generales

Capacidades especificas

Contenido/s conceptual/es

Resolucion de

Resolver problemas empleando diferentes
métodos, teorias y conceptos.
Formular, ejecutary evaluar alternativas de

Suma de angulos interiores de un tridngulo. Angulos
complementarios. Teorema de Pitagoras. Funciones
trigonométricas seno, coseno y tangente. Ecuaciones.

problemas L. . . Resolucién de tridngulos rectédngulos.
solucién a los diferentes problemas estudiados. . . s . L.
L L Funciones trigonométricas y sus inversas. Resolucion de
Fomentar la motivacidny la iniciativa personal. L. . i » « »
triangulos rectangulos: caso “angulo — lado” y caso “lado - lado”.
Criterios de evaluacion
. Aplica los conceptos vistos.
. Usa una técnica coherente de trabajo.
. Defiende los resultados producidos.
. Desarrolla de forma prolija y clara los ejercicios.

Resolucion de triangulos rectangulos

Un triangulo rectangulo es un triangulo con un angulo recto.
Sus elementos mas importantes son sus lados y sus angulos interiores.

Resolver un triangulo significa que debes calcular las medidas desconocidas de sus elementos

(incdgnitas) a partir de las medidas conocidas (datos).

Hay distintos casos que pueden presentarse para resolver. Comenzaremos con el caso mas
simple en el que debes resolver un triangulo rectangulo a partir de tener como datos a un lado y
un angulo agudo (ademas del angulo recto, recuerda que el triangulo es rectangulo por tener ese

angulo recto).

Necesitaras manejar los siguientes conceptos:
e Suma de angulos complementarios en un triangulo rectangulo.
e Teorema de Pitagoras.
e Funciones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Angulos complementarios

Dos angulos son complementarios si suman 90 grados.

Prof. Sergio Baigorria

Estos dos angulos (40° y 50°) son [=&,)°

angulos complementarios, porque

suman 90°.

Fijate en que juntos hacen un angulo 50°

recto.

Pero los angulos no tienen por qué

estar juntos.

Estos dos son complementarios

porque 27° + 63° = 90°

Matematica 5° afio pg.14




Si los dos angulos suman 90°, decimos que "se complementan".
Complementario viene del latin completum que significa "completo"... porque
antiguamente un angulo recto se consideraba un angulo completo.

Angulos complementarios en un triangulo rectangulo

La suma de los angulos interiores de cualquier triangulo da 180°:
a+pf+7=180°
En un triangulo rectangulo, uno de los angulos es recto y mide 90°:
@+ f +90° =180°
Si paso los 90° al segundo miembro, o sea, al lado derecho del
signo =, queda:
@+ =180°—90°
Resuelvo 180° — 90°. Ya tengo una férmula para sus angulos agudos:
&+ f =90°
Suma de angulos complementarios
Importante: los 90° de esta férmula no son los del angulo recto, sino los 90° que faltan sumando
los angulos agudos complementarios para llegar a 180°.

Por lo tanto, en un triangulo rectangulo, los dos angulos
agudos siempre son complementarios.

En la figura de la derecha, por ejemplo, la suma de sus
angulos interiores es 68° + 22° 4+ 90° = 180° como en
todo tridngulo. Pero, por ser un triangulo rectangulo, la
suma de sus angulos agudos es: 68° + 22° = 90° por lo
que sus angulos agudos son complementarios.

(] #* ¥ Ejercicio:

Calcula el angulo a (alfa) en ambos triangulos:

a e

o B4°

B 32 @ =

Teorema de Pitagoras

Para el estudio de los tridangulos rectangulos, se les dan
gi""te"“"’a nombres generales a sus lados:
Los dos lados que forman el angulo recto se llaman catetos.
Ellado opuesto al angulo recto (que esta frente al angulo de 90°)
se llama hipotenusay siempre es el lado mas largo.

cateto @

b

cateto

Elfildsofo griego Pitagoras de Samos, alrededor del siglo VI a.C. (aprox. 530~500 a.C.), descubrid
un hecho asombroso sobre los tridngulos rectangulos:
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En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
los catetos:

a’*+b*=c* a

Teorema de Pitagoras

cPor qué es util esto?

Si sabemos las longitudes de dos lados de un tridngulo rectangulo, el Teorema de Pitagoras nos
ayuda a encontrar la longitud del tercer lado. (jPero recuerda que s6lo funciona en triangulos
rectangulos!)

¢Como lo uso?
Escribelo como una ecuacioén:

- a’ + b* = ¢?

b

Ahora puedes usar algebra para encontrar el valor que falta, como en estos dos ejemplos:

Ejemplo 1: Ejemplo 2:
15
5 - 9
12 b
— -2 _ — -2 _
a’+b =¢ @ +b =¢
Reemplaza con los datos: Reemplaza con los datos:
-2 —_
(5m)? + (12m)? =<¢ ©Om)?2+5 = (15m)?
Puedes resolver el primer miembro: Puedes resolver:
25m? + 144 m? =¢° 81m2 + B = 225 m?
2 -
169m? =¢ Pasa el primer término restando al otro
Pasa el cuadrado al primer miembro como  miembro:
raiz: —2
\/72__ b :225m2_81m2
o viedm* =c Puedes resolver el segundo miembro:
Distribuye la raiz: —2
169 > = b =144 m?
13 m"l E_ ¢ Pasa el cuadrado al segundo miembro como

raiz:

b =144 m?

Distribuye la raiz:
—2
b =144 m?
—2
b =12m
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Ejercicios | #* %

Usando el teorema de Pitagoras, calcula el lado x de cada tridngulo rectangulo:

b

10m f

Funciones trigonométricas seno, coseno y tangente

Nombres para los catetos
Antes de concentrarnos en las funciones, nos ayudara dar nombres a los catetos segun su
posicion respecto a un angulo agudo de referencia en un triangulo rectangulo.
Recuerda que:

= Los dos lados que forman el angulo recto se llaman catetos.

= El lado opuesto al angulo recto (que esta frente al angulo de 90°) se llama hipotenusa.
Para nuestro estudio, necesitamos tomar un angulo agudo como referencia pero nunca sera
referencia el angulo recto. Elijamos, por ejemplo, el angulo agudo 6:

-

Opuesto

Adyacente
Segun el angulo agudo de referencia que elijamos, los catetos se llamaran:
= Cateto opuesto es el cateto en frente al &ngulo agudo de referencia 6.
= Cateto adyacente es el cateto al lado del angulo de referencia 6.
Ejemplos:

I-.-.' -
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cateto b
a opuesto ;)

cateto

adyacente hipotenusa

C

b
b .
Do [5‘0
cateto Uss
opuesto
0 a
¢ hipotenusa a ¢ cateto
adyacente

Es importantisimo que no confundas los nombres.

Ejercicios [ #* ®%

Escribe, junto a los lados que correspondan, los nombres de cateto opuesto, cateto adyacente e
hipotenusa:

C,
a C
0
a
9 b
a b

b u
a 0 ¢

\ 6
b

C
Seno, coseno y tangente

Las tres funciones mas importantes en trigonometria son el seno, el coseno y la tangente. Cada
una es una divisién entre un par de lados del triangulo rectangulo.
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Para el angulo 0:

c.opuesto
Funcidn seno: senf = ——
hipotenusa
- c.adyacente

Funcién coseno: cos = —

hipotenusa

c.opuesto

Funcién tangente: tan @ =

c.adyacente

Nota: el seno se suele escribir sin (por la palabra inglesa "sine") o sen. Aqui utilizaremos sen
_ pero puedes encontrarte la otra notacion en libros o sitios web.
SOHCAHTOA

= SOHCAH....qué?Sdlo es una manera de recordar qué lados se dividen! Asi:
SOH: Senodel angulo = Opuesto / Hipotenusa
CAH: Coseno del angulo = Adyacente / Hipotenusa
TOA: Tangente del angulo = Opuesto / Adyacente

Memoriza "SOHCAHTOA" porque jte puede ayudar en una evaluacién o examen!
Importate: no es correcto poner solos sen, ni cos, ni tan sin poner su angulo agudo de
referencia. Siempre debes poner sen del angulo, cos del dngulo o tan del angulo.

Ejemplo
¢Cuadles son el seno, coseno y tangente de 30°?
Este triangulo rectangulo de 30° tiene una hipotenusa de longitud 2 cm, un cateto opuesto de

longitud 1 cm y un cateto adyacente de longitud V3 cm:

%/\
30° l
L—ﬁ = 1732, —=
30° = lem _ 1—0 5
sen = 261% = 2— )
3em 1,732
cos 30° = = = 0,866
2 em 2
tan 30° = tem 1 = 0,577
W= Bem 1,732

Observa que se simplifican las unidades de longitud [cm] y el resultado de la divisidon da un valor
adimensional, o sea, un numero puro sin unidades fisicas asociadas (como centimetros, grados,
metros, kilogramos, segundos, etc.).
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Ejercicio: | #* &

Calcular sen @, cos dy tan a para el siguiente triangulo rectangulo. Redondea a 3 decimales.

C
5m
3m
0
a A b

Otras funciones trigonométricas menos comunes
Para completar el cuadro, hay otras 3 funciones trigonométricas, pero no se usan tanto. Son
iguales a 1 dividido en una de las tres funciones basicas (sen, cos o tan), asi:

N hipotenusa 1
Funcidn cosecante: cosecl = =
c.opuesto  sen @
B hipotenusa 1
Funcion secante: sech = =

~ c.adyacente cos#@

B c.adyacente 1
Funcién cotangente: cotan@ = =

c.opuesto  tan®

Repaso
Resolucion de triangulos rectangulos

Qué significa resolver un triangulo rectangulo

Resolver un tridngulo rectangulo es calcular las magnitudes de todos sus elementos incognitas
a partir de dos elementos conocidos (ademas del angulo recto de dicho triangulo rectangulo que
ya sabemos que mide 90°). Las incognitas pueden ser los catetos, la hipotenusa o los angulos
internos del triangulo rectangulo exceptuando el angulo recto que nunca sera incégnita.
Los casos que estudiaremos son dos:

= Caso LA (lado~angulo): cuando los datos sean un lado y un angulo agudo.

= Caso LL (lado~lado): cuando los datos sean dos lados.
En ambos casos, el angulo recto esta presente.
Nota: No se puede resolver un triangulo teniendo como datos solo angulos. Siempre se necesita
como minimo uno de los lados como dato.
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Como resolver un triangulo rectangulo: caso LA (lado~angulo)

Comenzaremos .
Anguls de referencia...

estudiando el caso \l

n B

mas simple que es .y Su dngulz complementario

| .

resolver un triangulo
rectangulo teniendo

un lado (ya sea
cateto opuesto
(ectd del lado opaesto al dnquls de

" veferencia)

alguno de los catetos
o la hipotenusa) y
uno de los angulos
agudos del triangulo
rectangulo. Para

anguls recto

=72 .
«— o ce veca en los cdicufos)

resolverlo, usaremos
las siguientes cateto adyacente C

(adyacente significa “al lado” del dngulo de

expresiones: roleroncii)

Suma de angulos complementarios: a + f = 90°
Teorema de Pitagoras: c. opuesto? + c.adyacente? = hipotenusa®

Razones trigonométricas

. c.opuesto c.adyacente c.opuesto
SN = ——— cosa =——— tanag = ———
hipotenusa hipotenusa c.adyacente

Resolver un triangulo rectangulo significa calcular todas sus incdgnitas; no se trata de usar todas
las expresiones anteriores. Ejemplo:
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e
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(A‘ Veces, los aslumnos tienden a \Immu‘[z “a {’pd&s |las ’
INCOKNTIEaS y Solo trRon contusicn pefgue nem,s:zws iclan
dieasr 3 caala .ncogn.i:p per sepocads )
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e
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ecvacicn (en este lﬁcm&\‘ha) Nne eSS Shive.
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oS5 29°.= 5, Fem.
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Conclusion:
Resolviendo un tridngulo rectangulo en el caso lado-dngulo:

e Primero identificamos al angulo de referencia (de él depende qué cateto es opuesto y
cudl es adyacente), su angulo complementario (0 sea el otro angulo agudo), el cateto
opuesto, el cateto adyacente y la hipotenusa (es muy importante que no los confundas),

y observamos cuales de ellos son datos y cudles son incognitas.

e Luego, escribimos las cinco expresiones: suma de angulos complementarios, teorema

de Pitagoras y seno, coseno ytangente de un angulo. En ellas, completamos convalores

de los datos y nombres de las incégnitas.

e Despejamos las incognitas de aquellas ecuaciones que tengan una sola incégnita. Y algo
importante: si la incognita esta dividiendo (“abajo”), lo primero sera sacarla de ahi abajo

pasandola al otro miembro multiplicando.

Prof. Sergio Baigorria Matematica 5° afio pg.25



Ejercicios: | #* %

Resuelve los siguientes triangulos rectangulos:

@ A

E
®
6o°
D A2m A5
- 55% 3
B
© H @ o
« \\O
/]
49°
SZDEL 7 A &

Sigue los pasos del ejemplo. Claro que, al tener datos e incégnitas distintos, los desarrollos
variaran. Ahora, dejo aqui los resultados para que controles:

a) Angulo complementario: A = 35° c) Angulo de referencia: H = 49°
Hipotenusa: 4B = 17,434 m Cateto opuesto: HI = 5,445 m
Cateto opuesto: CA = 14,281 m Cateto adyacente: 1G = 6,264 m

b) Angulo complementario: D = 30° d) Angulo de referencia: € = 41°
Hipotenusa: DE = 13,856 m Hipotenusa: 4B = 16,767 m
Cateto adyacente: EF = 6,928 m Cateto opuesto: BC = 12,654 m

Funciones trigonométricas inversas

Cuando estudiamos las definiciones de las razones trigonomeétricas, vimos que:
catetoopuesto catetoadyacente catetoopuesto

sena = — cosea =——— tanag = ———
hipotenusa hipotenusa catetoadyacente

Analicemos el siguiente ejemplo:

C
o
> 5m
30° []
a b
Si calculo, digamos, el seno de 30° para este triangulo rectangulo:
30° = > 7 i 0,5
T T om - 27
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Observa que simplifiqué las unidades de longitud [m] por lo que el resultado del seno de 30° es el
valor 0,5 que es una magnitud adimensional: no tiene unidades de magnitud, ni de longitud,
como por ejemplo metros [m], ni unidades de amplitud, como por ejemplo grados sexagesimales
[o ¢ ”]'

En un grafico:

Ucbffo’.i
a dc/n'wfrwcmaj

O sea que si a un angulo le aplico una funcidon trigonométrica obtendré una magnitud
adimensional.
Importantisimo recordar: Todas las razones trigonométricas como seno, coseno y tangente,
siempre dan como resultado un valor adimensional.

——

N

Supongamos que debo resolver la siguiente ecuacion: £ )

senx = 0,5 {\[L-‘ )

¢Como despejo x? Pues necesito pasar la funcion seno hacia el otro miembro, hacia el otro lado
del signo =, y debera pasar como la inversa del seno.

o)\

La inversa del seno se llama “arco seno”. En el grafico, en rojo:

sen 30°

™~

A i )7
) 1 3\ vale /
angule @ 0,5) adirnensienia,
S

9rcsem 0,5
El “arco seno de 0,5” se interpreta como “cual es el arco (angulo) cuyo seno da 0,5?” Ya
sabemos, por el ejemplo anterior, que x vale 30°, pero ;como despejamosy cémo lo obtengo con

la calculadora?
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Las “funciones” trigonométricas inversas son las inversas del seno, del cosenoy de la tangente:

Nombre Notacion

arco seno arc sen
arco coseno arc cos
arco tangente arc tan

Cuidado con el coseno y su inversa: no es “arcoseno” que es la inversa del seno, es
arco coseno.

Como trabajaremos con calculadora cientifica en los ejercicios de resolucidon de tridngulos
rectangulos, siempre obtendremos como resultado un solo angulo entre 0°y 90°.

Ejercicio | #*

Despeja la incdgnita (muestra como pasas la funcién trigonométrica hacia el otro miembro) y
obtenla usando calculadora cientifica:

sena = 0,505 071 685

cosb = 0,814 959 255

tanc = 1,792 553 005
Los resultados seran:

a = 30°20'10"
b = 35° 25’
c = 60°50'40"

Como resolver un tridngulo rectangulo: caso LL (lado-lado)

El caso que estudiamos antes era el caso lado-angulo en el que teniamos como datos a un lado
y un angulo. Ahora, estudiaremos el nuevo caso lado-lado donde los datos son dos lados.

Los pasos para resolver un triangulo rectangulo son:
1) Elegir el angulo de referencia a (no puede ser el angulo recto) y determinar cuales son el
cateto opuesto, el cateto adyacente y la hipotenusa.
2) Detectar cuales son los datos y cuales son las incognitas.
3) Completar con datos y nombres de incégnitas en las expresiones:

a+ [ =90°
c.opuesto? + c.adyacente? = hipotenusa?
» c.opuesto
sena = hipotenusa
c.adyacente
cosa= hipotenusa
g — c.opuesto

c.adyacente

4) Despeja las incognitas en aquellas ecuaciones con una sola incégnita. (Puedes
reemplazar en cualquier momento a una incognita si ya la calculaste.)
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Ahora, veamos un ejemplo:
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> sen A = Cop b cos L= cad
hip F»?p‘

2~ — A
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33°33’26,32" + C =90°
& = 96°-33°33'24,32"
En levladen: | 90LT] = 33 T33P 26, 328 =

|C=56° 2% 33,¢8"

Comoviste en el calculo del ultimo angulo, puedes reemplazar a unaincoégnita siya la calculaste,
en cualquier momento y no necesariamente al final como hice. En el ejemplo, habiendo
calculado el lado BC usando el teorema de Pitagoras, podria haber reemplazado en la ecuacidn

del seno allado BC con 2,985m, y habria calculado alli mismo el angulo A.
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Conclusioén:

Este otro caso no presenta nada nuevo aparte de la necesidad de despejar un angulo.

Resolviendo un tridangulo rectangulo en el caso lado-lado, igual que en el caso anterior:

e Primero identificamos al angulo de referencia que no puede ser el angulo recto (de él
depende qué cateto es opuesto y cual es adyacente), su angulo complementario (o sea

g el otro angulo agudo), el cateto opuesto, el cateto adyacente y la hipotenusa (es muy

importante que no los confundas)

o Detectamos cudles de ellos son datos y cuales son incégnitas.

e Luego, escribimos las cinco expresiones: suma de angulos complementarios, teorema
de Pitagoras y seno, coseno ytangente de un angulo. En ellas, completamos convalores
de los datos y nombres de las incdgnitas.

e Despejamos las incdgnitas de aguellas ecuaciones que tengan una sola incégnita.
Recuerda que para calcular el angulo que falta, reemplaza en la ecuacién de la suma de
angulos complementarios con el valor que obtuviste para tu angulo de referencia.

Ejercicios | #* %

Resuelve los siguientes triangulos rectangulos:

@ Ay

7) ‘Bm

H. Sriry

Para que controles ejercicios: estos son los resultados que debes obtener. En el caso que no
obtengas estos resultados, no modifiques aleatoriamente tus desarrollos para obtener los
resultados esperados. Mas bien consulta a tu profesor.

a) AB = 4,996 m b) DE = 10,149 m c) RP=5701m
¢ =51°19'4,13" D =37°32'39,57" P =37°52'29,94"
A = 38°40' 55,87" F =52°27'20,43" R =52°7",06"
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Unidades de amplitud
Unidades de amplitud

2 Grados y Radianes: Los Radianes son una forma nueva de expresar medidas angulares en funcion de ©t

La equivalencia en grados de 1 = Radian es 180° ) |7t = 180°

Para pasar un angulo a Radianes, sélo debemos hacer una Regla de 3 Simple.

Ejemplo pasemos 135 a radianes.  4ggo ... 17 Radianes 135°. 7t
L I—— x Radianes X="Ts0°

Ejercicios:

1. Convierte los angulos:
De grados sexagesimales a radianes:

a) 30° = c) 90° =
b) 45° = d) 135° =
De radianes a grados sexagesimales:

e) %n = g m=
4
3 - =
f) ETL’ = h) 3 T

(c Z 4 !i. l tz » t » IE I
Las funciones trigonométricas que has estudiado se referian a los angulos agudos de un triangulo

rectangulo. Ahora vamos a generalizar estas definiciones para cualquier angulo.

Angulos orientados

Concepto de angulo orientado aplicado a las rotaciones:

¥ Un angqulo orienlado x'gf.* queda deter-
minado por un par oidenado de se-
mirrectas del mismo origcr}éﬁ: oy)
ox s¢ llama laco ongen do xay
o > oy se llama lado exiremo do :E'E'i'

Representamos 165 angules oncnlados refendos a un par do ejes perpendicula-
res x e y, lamados cjes carteslanos ortogonales.

B yhe u Fijamos dos sentidos: posilivo y nega-
tivo, sobre cada oje. seqin s indica
120 en la ligura. _
)4s= Para los dngulos ornientados se elige
_ >  COomo lado ofigen ¢l semigje positivo
X

OX.

° ‘/—:'I:P
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Eslablecemos la siquienie:

CONYVENCION —

» Sila rotacién se realiza on sentido contrario al de las agujas de
reloj {antihorario), asignamos al dngulo el signo positnd: +

s Sila rotacion sa roaliza en el senlido de las agujas del relaj (ho-
rario), asignamos al angulo e signd negativo: —

e
Sou = + age fov = + 1200 xowm = - 70°
1 Los ejes divien al plang &n cuatrg dn-
2da ' guios congruenles. Cada uno deo elios
BT
cuadrania cuadiantn =p flama coadranie.
-
der £00
O anis cuadrasia

Ei el lado exlremc esta en el primer cuadrante decimos que es un angulo ded

primer cuadranie.
Siel lado exiremo 8std en el segundo cuadranta, decimas que &5 un angulo del

sequndo cuadranta, ote.
a @5 un anguin del primer cuadranie

Ay

8 es un angukr de! segundo cuadrante

¥ 65 un angulo del tercer cuadrante

3 es un Angulo del Cuarno cuadrante |

Coordenadas del punto p

Para vhigar un punta en &l plang és sulicienle conocer;

+ |a dislanciz al eje y: absclsa (se mide sobre ¢l ejo x)
= la distancia al eje x: ordenada (se mido sobra el ajo y)

La abscisa y la ordenada son los elemenlos da relerencia o las covrdenadas
cartasianas ortogonales del punlo p. Los signos de las coordenadas varian se-

gun fos cuadranies.
Primer cuadrante Segundo cuadranie
g ST 1
3 .
pg-=-====
¥ Iy I
1 v
1 |
- - > - >
x: abscisa posilva x: abscisa negativa
¥: ordenada positiva y: ordenada positiva
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Tercer cuadrania Cuarto cuadranie

* J'h * .l-
— * - L3
T e T -
i ]
y! '
| -.--_-..*p
[] L9
P = —
1 4
x: abscisa negativa % abscisa positiva
y: ardenada negativa y: ordenada nogativa

Funciones goniométricas de un angulo a

¥ A
Consideramos un punto p sobre la gir-
cunferencia do contro @ y radia A,

Sus cootdenadas son:

x: abscisa
¥ ordenada

=

&,
En el trndngulo rectdngulo op'p defi-
nimos las lunciones del Anguio a.

ordanada
radia

s5aN0 o =

abscisa
radia

COS ¢x =

ardenada
abscisa

abseisa
ordenada

colg e =

radso

E e—e

abscisa

¥

R

X

R

Tgn —‘—?—lz

x
X

¥
S2C 1y -—-—H_

¥

LQOSBC g =

R radic
y ordenada

Estas funciones s& denominan funcienes goniométricas,

Ejemplo: 1a luncion “seno” hace corresponder a cada Angulo o un AUMero [la-
mado seno de o,

funcién seno; o ——— sen @ = ——
H

Observa: segun el cuadrante a que penengzca el punta p varian las signos de
sus coordenadas X e y. En cambio el signo de B, radio de la circunierencia, es
siempre positivo.
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En consecuencia los signos de las funciones dependen de los signosde xey.

El siguiente cuadre te muestra |a variacion de los signos de las lunciones senoy
coseno en los cuoatro cuadrantes, que se obtienen aplicando la regla de los sig-
nos dal cociente.

"y
Al =]y mnn-%cns ..-% o

'

'
1 eupdrante| -+ [ 4| 4= - + ) . Er. r
2% ppadrante| 4+ — | 4+ 4 — X, j 1
3 cuadrante| | — | — — - ih
4% cyadrante| 4= 4| — — + -

Observa: ¢l signo del seno caincide con el signo de la ordenada.
el signo del coseno coincide con el signo de la absgisa.

El enlace de abajo lleva a una grafica interactiva donde podrds ver como se obtienen las graficas de seno,
coseno y tangente moviendo el punto p alrededor de la circunferencia goniométrica:

0 '.',I'.';:". 0
'5‘-&&"‘?1.‘-?

https://www.geogebra.org/m/HdnfNmwA

Y¢ Caracteristicas de las Funciones Trigonométricas

» Funcién Seno Veamos el grafico del Seno en el Sistema de Ejes X-Y. Veamos la tabla de valores X;Y
5 Y
Grados | Radianes
0° Ox | O

30° 1/6 0,5
60 ° 18 n 0,866
90 ° 12 n 1

120 ° 23 n 0,866
150 ° 5/6 n 0,5
180 ° 1n 0

210 ° 7/6 n -0,5
240 ° 4/3 n -0,866
270°| 32gx | -1 v Caracteristicas de Y = Sen (x)
300 ° 58 n -0,866
330°| 11/6 ¢ -0,5
360 ° 2n | O ® Amplitud: Esta funcion esta acotada entre 1 y =1 . La amplitud es 1

® periodo: El periodo es 27. O sea que la sinusoide “repite el ciclo” cada 360°

Y = Sen (x) Y4 Periodo

N_f T A

A

@ Raices: Corta al Eje x en todos los puntos k. 7 (con k entero)

>

Amplitud

Prof. Sergio Baigorria Matematica 5° afio pg.35


https://www.geogebra.org/m/HdnfNmwA

> Funcidn Coseno Estudiemos ahora la funcion Y = Cos (x)
X

Grados | Radianes e

0° 0x 1

30 ° 1/6 0,866
60 ° 18 =« 0.5
a0 ° 12 ¢ 0

120 ° 213 x -0,5
150 ° 5/6 & -0,866
180 ° 1x -1

sk

210 ° 7/6 &t -0,866 y
240°| 43z | 05 Periodo
270°| 32x | O Caracteristicas de Y = Cos (x)

300°| 58=x 0,5
330°| 11/6xn 0,866
360 °© 21 | 1 ® Amplitud: Esta funcion esta acotada entre 1 y —1. La amplitud es 1

® Periodo: El periodo es 27 ... 0 sea que “repite la onda” cada 360°

® Raices: Corta al Eje x en todos los puntos 71/2+kT (k es un niimero Entero)

Y = Tg (x)

Funcion Tangente Y 4

’
‘

qmmmm————

0921 : i
. TR
¢ bevemeeese- 6334
Y B i
.-.'." ..... %..-.--.‘.‘. .................. 5. .............
racteristi Y =Tq (x .4 '

® Raices: Corta al Eje x en todos los puntos k. Tt ( Con k Entero ).
® Amplitud: no esta acotada. El Codominio es el conjunto de los reales, la amplitud es infinita.
®  Periodo: El periodo es 7.

0jO!! ElI Dominio de la Funcion Tangente NO es “todos los Nimeros Reales"”. Porque hay valores
de "x” que no tienen un correspondiente sobre el Eje Y, Asi que debemos excluir estos valores:

DomTgx = {x/xa R A Xz §+k~n, kez}

X ficien las Funci Trigonomeétricas: Esto nos va a servir para poder graficar cualquier
Funcién Trigonométrica una vez conocida la grafica caracteristica de esa funcion. Estas graficas
caracteristicas son las que estudiamos hasta ahora. Veamos los modelos para las Funciones tipicas.

y=a.Sen(b.x+a)+c||y=a.Cos(b.x+a)+c y=a.Tg(b.x+a)+c

Vamos a ver qué significa cada parametro de los modelos estudiando Y = Sen x
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=a.Sen(b.x+ +c i C: Desplazamiento Vertical.
Y (I'i (Q 1 “desplaza” la grafica hacia arriba

i 0 abajo (segun si es positivo 6
negativo, respectivamente).-

Cudnto mas grande es @, &7 ~----cccccoSfrommmmmond
la Funcion se estira mas

STV

|

1

'

b: Pulsacion '

1

'

Cuanto mayor sea b, el -
Periodo se “acorta” mas: \

o. “Angulo de fase”, corre la gréfica
para la izquierda o la derecha:

Si por el contrario, b es mas
chica, el Periodo se “alarga”:

]

L}

!

]

'

'

: ------- g g ———
N\

I 7 >

' N 7

' .

I

'

I

'

]

I

]

I

)

a

En este ejemplo, Ot es positiva, pero
si habria sido negativa, la grafica se
hubiese “corrido” para la derecha.-

=

P o
=

--------------------------

Pulsacion: cantidad de ciclos que hay presentes en el

periodo normal de la funcion (el periodo normal para

el seno y el coseno es 2r y para la tangente esn )

La pulsacion o frecuencia afecta al periodo T segUn la férmula
2T ; T

T = ] para seno y coseno, segin T = ]

Graficador de funciones trigonométricas con coeficientes dinamicos

para tangente.

La siguiente pagina de GeoGebra te permitird aprender cémo afectan a la curva de las funciones
trigonométricas los valores de los coeficientes a, b, @ y d. Escanea el codigo QR o haz clic en el enlace:

https://www.geogebra.org/m/vyxgdgnug

En la pagina interactiva, mueve los deslizadores para observar cémo cambia la curva de cada funcién
segun lo estudiado en la pagina anterior.

Ejercicios

2. Para cada funcion, expresa amplitud, periodo, angulo de fase y desplazamiento horizontal y graficala
en tu cuaderno aprovechando el cuadriculado de tus hojas:

a) y =sen(x) f) y=cos (x - g)
b) y = cos(x)
c) y =tan(x) g) y=cos (x + E)

d) y=2-sen(x) h) y =cos(x) +1

e) y =sen(2x)
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Resolucion de tridngulos oblicuangulos

Capacidades especificas Contenido/s conceptual/es

Capacidades
generales

Suma de angulos interiores de un triangulo.
Funciones trigonométricas y sus inversas.
Teorema de los tres senos.

Resolver problemas empleando diferentes métodos,
teorias y conceptos.

Resolucion de . . -
Formular, ejecutar y evaluar alternativas de solucion

problemas . . Teorema del coseno.
a los diferentes problemas estudiados. L. L. N
L - Resolucién de triangulos oblicuangulos: casos de
Fomentar la motivacidny la iniciativa personal. . L
aplicacion.
Criterios de evaluacion

. Aplica los conceptos vistos.
. Usa una técnica coherente de trabajo.
. Defiende los resultados producidos.
. Desarrolla de forma prolijay clara los ejercicios.

Los triangulos que resolveremos ahora no son triangulos rectangulos sino triangulos
oblicuangulos que son aquellos triangulos que no son rectangulos, o sea, triangulos acutangulos
y triangulos oblicuangulos.

Graficas trigonométricas y uso de la calculadora.

El siguiente enlace lleva a la grafica interactiva donde ya vimos cdmo se obtienen las graficas de
seno, coseno y tangente: https://www.geogebra.org/m/HdnfNmwA

Debes saber que “arc sen”, “arc cos”y “arc tan” no son funciones.
Hay infinitos angulos (arcos) cuyo “sen” dan el mismo valor. Por ejemplo:
sen30°=0,5 sen 150°=0,5 sen(—210°) = 0,5 sen 390°=0,5
por lo que arc sen 0,5 tiene infinitos angulos como resultado entre los que se encuentran 30°,
150°, —210°y 390° como vimos recién.
Lo mismo sucede con “cos” o "tan”.

Pero la calculadora, no da infinitos resultados:

Devuelve como resultado angulos de:
arc sen Cuadrantes IVy|
arc cos Cuadrantes |yl
arc tan Cuadrantes IVy |

Teorema del seno

Elteoremadel seno o teorema de los tres senos es una expresion de trigonometria que muestra
la relacion de proporcionalidad existente entre las longitudes de lados de un triangulo con los

senos de sus angulos interiores opuestos.

a b C

sena senfl seny
Los nombres de las letras griegas son Q. alfa, B betayy gamma.

También te sera muy Util la expresion de la suma de angulos interiores de un triangulo:

a+f+y =180°
Ahora, veamos un ejemplo:
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https://www.geogebra.org/m/HdnfNmwA

Importante: Por practicidad, cada vez que obtengas el valor de una incégnita, reemplazala en las
expresiones que usas. Te permitira analizarlas y ver qué expresiones puedes usar para calcular alguna
otra incégnita.

Recuelve el S?guie/n‘te tr?ar’nsulo
' itas: ladeC y Fngulos B y a’

K He usao\oej mismo coler para cmla jade y sV
dngule cpuesto.
Las exgreciones a usar ga redcdver son:
» Teotemn de) seno:
= Fugd L bt L. gl
b =Fm 2N & sen %?
Y
0 Suma d,c. %ngulos nterieres:
% 4+ {S + Y = A8

Reemplazo con los dstct y les nombres de las inccgnites:

Fa)
» | Bm £ "Fm\ P S = »%5”+ﬁ+3’ = {ge”
Sen H 5 Sen 3 sen ¥ " Ests €cuvacion de Suma dg angums
b b B intecioces no me sicve shols; pero
d.eopues, cwando i'enga eslevlado el
En esta upc&s.on me Sicven el valor dz otre :mgulo Sime Serviie

pricnec y <) Lgundo miembro, €
tercer miembro no me sicve \
prés tiene mat de wna incognits )

Me gueda Lna ecwadicn con ona sold incéenita, el vngulo (3

&m = Fm. Recuerdas La incéonita ne puede yoedae alyT
sen 59 | sen(B)e— dﬁ:)o)( Lo PRLMBCP\Q Es I Ta:ﬂu\‘
(S

SACARLA DE ALLL DEBAJO.

Debo poaser el divisor 'Sen O“ bacia el primer miembre.
Pasa mu'trphcaﬂdo

8B8m . - T

Sen {57 sen
B _elsen B)= Fm
sen H5¢ by 5|

o ps A
=~ Ahora si, puedo despeiar fa incognits B.
Paso el diviser "sen M57" hadia el segundo miembro multiplicands:

A
B oo ‘5%(5: Frmoe 9602_'153

Paso e\ Factor "Bm" hada el seeundo miembre dividiendo
N
sen [> = Fm . Sen 45°
Em)

S ——

Paso s functon senc hade @ wgumdo miembro como Breo swnos
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’f}t: Gare sen) Fone sen 45’
sl wm
2implifee las vnidades de lengitud:

ﬁ: /T sen Mé&mj Hs*

- >

Ussndo calculedam: Es obl'\fi;’b‘tf'fc colocgr preEntesis pon que
cesvelva Erimeno 1838 mulbiplicacienes y divigtesies, y despuet
e weligue ol arcosens bl cesul fede:

SHIFT ig.}ﬂl(':F'X{SiﬂlHS% 8) -

Ne t& clurdes de yue la calovlnden dipe mostrac Yo DEG e ke
\ : 1 5 ] : N s ey i bk
gaﬂ’\’a\la pa(b GgVe el resulTsdl Sea en Q (RALS aeya‘,_g.cs. MaES |

[’é‘, = 3g¢ 13 24, 39”|

>

v 3 o -
S tu caleulmaora B pareatesis cosndn lutos vha tecla de $un-
can g

3ind

SiET] (3 € ¥ x[Enl(45)+8) = 7]

Debes cerrado d:z.:.(u-?.’-é: chek b?‘ngulu.
L

Vo berwe eolfe '&hgulo. Complelande el .T?-Gir‘(@'\& asl senc Y
Ia Suend Jde fngu‘,as interieres de uvn ‘i:rmngula, GuCaa s

B = ¥m BRI
sen 43¢ sen WIB'2139" send

..-qs.ve N mMe SirtVeE ahv(‘a Pﬁfq.u'& @l 'tEA‘Uu' rn;'embro{:?ene
AL Az U Tﬂcdgh'lta., -
Pero en I» suma che -mgu\e.s Yryter Gres:
N A P
U5e £ 3843 24,32 ¥ ¥ = 1g0°

.. que <l ror sieve ghers porgue Hene una solo Tnosenits.
Despeio @ Snevleo ¥- :

§ = 186° — H5° = 387431 24,39"
Ea caleviadaras :
1ol = aslT]= 38l 43724, 390 =
o v 4w
[ 5= %= ue 3g,60”
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Ten en cwenta gue, cads ver GuR. ob‘tengas el valer Az LN> fncee r)f{;,
ceennplaze con su valer en tus expresiones. Eso te permitics ssber
de qud expresion puedo despeist slguna ot tncsanits.

Re,emplacemos a ¥ ton 3 valer en e) Tesremas deol eno:

Sl E Fm = =
Sen 45Y  sen 38943'21,39"  gen 9E°uU6'3B,G1"

Puede tomar el peimer y terces miembre pors esribic na
covacion wen Lna <ola mw’gni‘t‘ai

o | C
LN 4UH® sen 96°H6 38,61

Pasc el diviser “sen %7Us'3961" " muitiplicande hacia € primer
rMrembre:

S o(5en IBLE 26N~ &
Sen H59 | I “L—/

Lon calculsdora.

&" + 5in H5 X sin 36T N 46T 32 . 4f™] =
sin s onidad Cusndo ne tiene minvtes nt seGunds , No. es
de lengibd  necesacio fococ o teda

fAR T

Si tv caleviadea pene i entesis Cuqr\do l‘tz;c,&s voa tecla e fon-
con  entences debes e e] parentesis dets de so a?)guto,

i

No elvices colecar o unidad: de longitud,
(No e lo misme 44,235m que A4, 23§ lsm)
iListo! C = 44,235m
A= 3°43'21,39"
3 = 96°L6'38,64"

>
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Teorema del coseno
Elteorema del coseno es una generalizaciéon del teorema de Pitagoras.
He puesto en color rojo al lado que aparece solo en el primer miembro:

@=b* +c5—2-b-c-cosa
La expresién es muy parecida al teorema de Pitagoras, excepto por el Ultimo término. Ese ultimo
término incluye al coseno del angulo opuesto al lado (sefialado con la flecha) que aparece solo

en el primer miembro.
También puede escribirse de forma parecida para los otros lados:

a
b?=a?+c?—2-a-c-cosp

Y también:

a
c2=a?2+b%?—2-a-b-cosy
Para aplicar el teorema del coseno se necesita conocer:
e lalongitud de dos lados y el angulo entre ellos (como veras en el ejemplo a continuacion)

0 sino se necesita:

e lalongitud de los tres lados.
Claro que con el teorema del coseno no sera suficiente para resolver un triangulo oblicuangulo.
También necesitaras el teorema de los tres senos y la suma de dngulos interiores de un tridngulo.
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Veamos un ejemplo:
Resualve <) s)gui@n\:e {:ﬁa’nsu\o: e
. Las incoxnitas son el lado 3 y
los ancvlos .
& He clibu\‘,ado misme coler
a cads Iade y su Sheule opues‘b.

L35 expresiones pald Usar sen -

(-: - GG(Y\
- (s A\ A /N RO
Suma & 5”%0[&5 inteciores: &t oy = 430
Teocens. Az los Hes senss: | 1 L 1B L . &

Sen & bex\ﬁ- &cusg
=5 T 3 g Y = s
y 2l teorema de) coseno: Bzl +C*=2.b.C.cos o,

Re,wp\a%on con los dates v los Nnombes de \as n’\--sca:"cs'nfk-a.s en las
exipr(LSfO\'\eS',

A A :
P44 B + ¥ 2 A8D° 4 No me sirve o\sora, tiene mas de vas \‘nco:gmhh

| - I S ‘”*“-"‘\J_ = &€ o 4-En esta upresb'b , los tres miembros
sendt  sen |5 sen ¥ tienen uns incegnits. © s gue
. tomande des miBobcE coalgurers,
Siempre Me. guedada s ecuacion
on dos ?ﬁCogran Y

1 et —ale P~ = =
» 3 =UEM) +(E6mM) =2 H5 s GCEM 4 cos HF°

Este ecvacion S mne Sirve por\?&ue- t?.ngo vna Sola incofgn?'b.
gespe,so el \ade B Pasa«rw}o la potencid coad@ds (emo Taiz Wwa-

—

o _ ”
3 = \ (H5m)2+ (£6m)* — 2.45m . Gbm . s HT°

En talcvlade™] es obligatorio colocacle. parentesis al radicende
par> gue bo resvelva  Sakes goe o lo a2 ad(sds:

\}"(HSE'I E 66E - 2xH5X66 x cos HF) =
[5% H6,269m\

Ahora que wonozce 13 leng tud del lade 5, la reemplazare en
2l teorerns de los tres Sencs:

4g, 269m — _H5m 5 Sem
Sen HI®  sen f3 sen ¥
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Puedo cmsf LNA EcuxcicN N una sela incdemta de des Jermas:
Tomando ¢l primec y el ‘szgundo miew blo s 5

H8,269m = _H5m
sen 41 Sen

o temando el primece 'y el tercer miembro:
HR.269m . €6m

Sen H1e sen ¥

Puedss e\,o,gir walgu‘nefa, Yo eh‘jo:

U8, 269m — HBm '
sen H1° sen (B 4— LO PRIMERD ES INTENTAR SACAR LA
INCOBNITA DE ARATD .

Pasc el diviset "Senﬁ" al primec miembro multiplicando:

HY,2690 = 15m
SeabI (W_(een P) ..
;-"’ Sy
Hin,zgg;n e(sen B)= HUBm Y5 estaAnom Is puedo despeisrt,

Paso el diviser 'send?® sl seguode miembro mu Hap licande :
AL

UE,269maeen B = US5ma

Paso el Facter "HE,269m" of segundo miembro dividiends:

A
sen B = Y45 ms seq U3°

\___,

Paso la funadn $enc emo arco Senc sl Segundg mitmbro:

i ﬁ:(a‘rc m) US> & S2n YF°
HWE,629mM

En alevaie
Sin

1
(hiEr] [sin] (45 x sin 43 + 48,629) =

Si tu colwladen pone partntesis 8 las funcienes, ciera d pardniesis
detirss del snovko,
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Solo falta colevlar el Fnovic ¥.
Es m%s f=cil a,e,spe{)ar de agyfz

43 4 12935 34,85" + ¥ = 480°
Si lo despess desdle el teoems de los tres senos o desde e
{eciremna del coseno, sem muche Mt dihel peco debes
cote el mismo Cesultiade

A Y

¥ = ABO” = 4F° ~ 42°35' 34 ¥5°

20 - 13 — 42 E'y35° '34.?353__'—? = EZI
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Conclusion:

En esta tabla comparativa, puedes ver con qué expresiones se resuelven los dos tipos de

tridangulos con los que hemos trabajado.

Resolucion de triangulos

Triangulos rectangulos:
tienen un angulo recto.

Triangulos oblicuangulos:
no tienen ningun angulo recto.

Los pasos para resolver un triangulo rectangulo
son:

1) Elegir el angulo de referencia a (no puede ser el
angulo recto) y determinar cuales son el cateto
opuesto, el cateto adyacente y la hipotenusa.

Los pasos para resolver un triangulo oblicuangulo

son:

2) Detectar cuales son los datos y cuales son las
incégnitas.

1) Detectar cuales son los datos y cuales son las
incégnitas.

3) Completar con datosy nombres de incégnitas en

las expresiones:
B

(hipotenusa)

(v}
A b C
(adyacente)

Suma de angulos complementarios:
a+p =90°

Teorema de Pitagoras:
cop? + cad? = hip?

Seno de un angulo:

cop
sena@ = ——
hip
Coseno de un angulo:
cad
cosa = —
hip
Tangente de un angulo:
. cop
anq = —
cad

(]

2) Completar con datosy nombres de incdgnitas en las
expresiones:

Q K

A

A

)

a

Suma de angulos interiores:
a+p+y =180°

Teorema de los tres senos:
a b [

sena senf seny

Teorema del coseno:
a’?=b?+c>—2-b-c-cosa
b?=a%?+c?>-2

ra-c-cospf

c2=a’+b?—-2-a-b-cosy

4) Despeja las incdégnitas en aquellas ecuaciones
con una sola incégnita. Cuando calcules una
incognita, puedes reemplazarla en las
expresiones con su valor, asi podras ver de dénde
puedes despejar otras incognitas.

3) Despeja las incognitas en aquellas ecuaciones con
una sola incoégnita. Cuando calcules una incognita,
puedes reemplazarla en las expresiones con su
valor, asi podras ver de dénde puedes despejar otras
incégnitas.
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Actividades

Resuelve los siguientes triangulos oblicuangulos.
El ejercicio d) es particularmente complejo para desarrollar. No te preocupes. {Puedes hacerlo!

Coloca los datos y los nombres de las incognitas en el teorema del coseno y despeja un angulo
cualquiera. Observa que la incognita sera el angulo dentro del coseno.
Consejo: puedes despejar de dos formas al angulo en el teorema del coseno:

e Empieza pasando el ultimo término, que es negativo porque resta, hacia el primer miembro para
que quede el término positivo, o sea sumando. (Recuerda que laincégnita despejada debe quedar
sola, positivay en el nivel del renglén.)

¢ O sino, puedes dejar el término negativo donde esta y despejar: Solo ten en cuenta que, cuando
quede solo el término del coseno y tengas que pasar los factores hacia el primer miembro

dividiendo, no te olvides que hay un factor negativo, el “-2”, que pasara dividiendo negativo.

Alfinal, pasaras el coseno como arco coseno para terminar de despejar al angulo.

En el uso de calculadora, no te olvides de controlar los paréntesis.

Después, para despejar los otros dos angulos, puedes continuar usando el teorema de los tres senos
(que suele ser mas simple para trabajar que el teorema del coseno) y, para terminar, usa la suma de

angulos interiores.

&)

Te dejo los resultados para que controles:

a) b =39227m

B =27°44' 25,5" a@="73°7"56,48" e) b=73790m
7 =32°15'57,75" B =45°52"3,52" ¢=30,851m
b) b =97,746m d) @ =31°4"4,02" @ = 38°
¢ =74,169m B = 79°38' 54,39"
7 =43° 7 = 69°17' 1,58"
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Jnigenometio:

Cjewcicios de aplicaciin

Capacidades Capacidades especificas Contenido/s conceptual/es
generales
Resolver problemas empleando diferentes Suma de angulos interiores de un triangulo. Angulos
métodos, teorias y conceptos. complementarios. Teorema de Pitagoras. Funciones
Resolucién de Formular, ejecutar y evaluar alternativas de trigonométricas seno, coseno y tangente. Ecuaciones.
solucién a los diferentes problemas Resolucion de tridngulos rectangulos: caso “angulo — lado” y
problemas R « ” . . s K
estudiados. lado - lado”. Funciones trigonométricas inversas.
Fomentar la motivaciény la iniciativa Teorema de los tres senos. Teorema del coseno. Resolucién de
personal. triangulos oblicuangulos: casos de aplicacién.
Criterios de evaluacion
. Aplica los conceptos vistos.
. Usa una técnica coherente de trabajo.
. Defiende los resultados producidos.
. Desarrolla de forma prolija y clara los ejercicios.

Vamos a hacer algunos ejercicios de aplicacién. Junto con los enunciados de los problemas, les

he escrito consejos para resolverlos. Al final, estan las respuestas para que controles tus

resultados.

Ten en cuenta que:

Necesitas siempre tres datos para resolver cualquier triangulo (al menos uno debe ser un
lado).

iTodas las incdgnitas no pueden llamarse x!

Siempre escribe los desarrollos completos: empieza escribiendo la ecuacién, luego el
despeje y al final el resultado. Tus resultados no pueden aparecer “magicamente”.

En todos tus calculos, siempre usa numeros redondeados a 3 cifras detras de la coma (no
truncados, en milésimos).

No debes calcular todos los lados y los angulos de los problemas. Solo necesitas obtener
algunas incognitas para responder las preguntas.

Cuando el problema tiene mas de un triangulo, estos comparten elementos. Si usas un
triangulo y calculas un elemento que tengan en comun ambos triangulos, puedes usarlo
cuando trabajes con el otro triangulo. Por ejemplo, en el dibujo de abajo, si calculas el lado
derecho del triangulo azul (triangulo izquierdo), lo puedes usar en tus calculos en el
triangulo rojo (triAngulo derecho) pues comparten ese lado.
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Ejercicios

1)
a) Calcula la longitud del circuito de karts de la figura.

b) ¢Cual es el menor numero de vueltas que hay que dar al circuito para recorrer mas de un
kildbmetro?

Observa que la pista tiene forma de tridngulo rectdngulo, lo he dibujado en amarillo.
¢Cémo sabré la longitud del circuito? Pues calculo su perimetro sumando sus lados.
Ten cuidado con las unidades de longitud: obtendrds el largo de una vuelta en metros
[m]y te piden cudntas vueltas lleva recorrer 1km. Asi que convierte 1km = 1000m.
Ten presente que no necesitas calcular el otro dngulo agudo porque no necesitas saber
cudnto mide.

2)

Desde el lugar donde se encuentra Carla, puede observar una torre con un angulo de elevacion
de 32°. Si Carla avanza 40 metros en direccion a la torre, la observa con un angulo de 70°.

a) Calcula la altura de la torre si la estatura de Carla es de 1,65 metros.

b) ¢ A qué distancia de la torre estaba Carla inicialmente?

s

=

L

5 s
iy

40+ : —
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Conse jos:
Este problema requiere mucho ingenio, asi que ino te desanimes!

Observa que hay dos tridngulos: el tridngulo que se forma entre la nifia de la
derecha y la torre es un tridngulo rectdngulo, mientras que el tridngulo que se
forma entre las dos nifias es un tridngulo oblicudngulo.

Recuerda que para resolver un tridngulo necesitas 3 datos. El tridngulo rectdngulo
tiene 2 datos que son el dngulo de 70° y el dngulo recto de la torre. El tridngulo oblicudngulo fambién
tiene 2 datos que son el lado de 70m y el dngulo de 32°. O sea que nos falta un dato en ambos
tridngulos... pero este problema se destraba si observas estos dngulos:

> e

n

70 ol =

40+ : —
i ©

Son dos dngulos suplementarios ya que entre ambos suman 180°. La ecuacién para usar es:
a+70° =180° h Y o

Despeja el dngulo @ y ya tendrds un nuevo dato para

resolver el tridngulo oblicudngulo —

Te queda a ti pensar qué calcular del tridngulo x = ! y
oblicudngulo para tener un nuevo dato en el tridngulo —
rectdngulo y poder resolver todo el problema. Ten
presente que los dos tridngulos comparten un elemento...
Recuerda que en estos problemas se pide calcular
incognitas especificas. No calcules todas las medidas.

3)

En esta imagen, vemos a un ingeniero agrimensor
obteniendo informacién sobre un terreno. Esta
usando un teodolito, un instrumento de precision

para medir los angulos de la superficie de un terreno h
o respecto de algun punto.

Los problemas que veremos a continuacion tienen
relacion con la practica de la Ingenieria Agrimensora

y su uso en la Ingenieria Civil. Observa que los datos H .
que se presentan son distancias de lados vy A
amplitudes de angulos siempre en la parte inferior de

los dibujos, o sea, son medidas obtenidas sobre el terreno y angulos medidos con teodolitos.

Qe 32"

727 18

kb= 500

Calculo de la altura h de un punto de pie inaccesible:

Sefija en el plano horizontal dos puntos Ay C, y se mide la distancia que los separa: b=500 m.
Se miden con el teodolito los angulos Ay C: A=72°18'y C=60° 32"

También se mide el angulo HAB = 62° 5",

¢Aqué altura h esta el punto B respecto del punto H?
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Consejo:
Observa que hay dos tridngulos: el de la izquierda es un tridngulo rectdngulo, y el de la

derecha es un tridngulo oblicudngulo. El dnico de ellos que tiene 3 datos es el tridngulo
oblicudngulo y deberds empezar a resolver por alli. No debes calcular todas las medidas
que le faltan asi que ¢qué es lo dnico que necesitar calcular del tridangulo oblicudngulo?
Su resultado lo podrds usar en el tridngulo rectdngulo.

4)
Calculo de la distancia x entre dos puntos inaccesibles:
Se fijan, en el plano horizontal, dos puntos Cy D, y se mide la distancia que los separa: b=450 m.
Se miden con el teodolito los angulos Cy D. C=68° 11'y D= 80° 40"
También se miden los angulos BCD =32° 36'y ADC =43° 52",
¢Qué distancia x hay entre los puntos Ay B?
A X

D 48
sf‘"sf' o ’ 5&\44'

-
- -
Fl
v
-~
PR

65> 1 80° 40
an° 38 43" 52
C b=450 m D

Consejo:
Aqui hay ocho tridngulos posibles para trabajar, pero no todos te convienen pues

trabajards mucho y no todos tienen los 3 datos que necesitas para resolverlos...

Te aconsejo que intentes resolverlo usando tu ingenio, pero si se complica, debajo te
dejo los pasos.

Comienza usando el tridngulo y calcula el lado AC, el de la izquierda:

K

A B
R 4
/'5?“5? 56“\44'

-

.

eg+ v 80° 4G

3 28 43" 82
c B =450 m
Continla usando el tridngulo para calcular el lado BC.
A bl B

=

~ \-.\
67757 851 44
~ N - \

N
ggt 80° 40
W3 26 430 52/ N
b =450 m D

Ahora, calcula el dngulo ACB.

Para terminar, usa el tridngulo ABC para calcular x que es el lado AB:
A bl B

[Erosy ; 664 44

[~

80° 40!
43° 52,
c b =450 m D
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Respuestas

Te dejo los resultados para que controles. Te doy los valores aproximados asi que pueden variar en la
parte decimal.
1) La longitud del circuito es de casi 375m. Necesitaras al menos 3 vueltas para recorrer mas de
1km.
2) La torre mide aproximadamente 34m. Carla estaba inicialmente a un poco menos de 52m de la
torre.
3) La altura h es de casi 525m.
4) La distancia x entre los puntos Ay B es de casi 267m.
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Funcienes y ecuaciones expaenenciales

Capacidades

generales Capacidades especificas Contenido/s conceptual/es

Resolver problemas empleando diferentes
métodos, teorias y conceptos.

Formular, ejecutar y evaluar alternativas de
solucidn a los diferentes problemas
estudiados.

Fomentar la motivaciény la iniciativa
personal.

Resolucion de
problemas

Funcién exponencial: definicién.
Ecuaciones exponenciales: casos de resolucién de ecuaciones.

Criterios de evaluacion

Aplica los conceptos vistos.

Usa una técnica coherente de trabajo.

Defiende los resultados producidos.

Desarrolla de forma prolija y clara los ejercicios.

Vamos a estudiar, en esta oportunidad, las funciones exponenciales y, particularmente, las
ecuaciones exponenciales. Presentaré un par de técnicas para resolver dichas ecuaciones y
aprovecharemos para repasar algunas propiedades de potenciacién y radicacion.

Introduccion

Las funciones exponenciales tienen la forma:
f(x) = b*
Donde:
b>0 (la base siempre sera positiva) y
b#1 (sila base fuera 1, el resultado siempre daria 1 para cualquier valor de x).

Aligual que cualquier expresidon exponencial, b se llama base y x se llama exponente. ELnombre
“exponencial” hace referencia, justamente, a que la variable x estd en el exponente de la
potencia.

Veamos un ejemplo de funcion exponencial:
Crecimiento de la cantidad de bacterias:

Algunas bacterias se reproducen duplicando su cantidad cada hora. Si comienzas con 1 bacteria
y se duplica en cada hora, tendras 2* bacterias después de x horas. Esto se puede escribir como:
fx) = 27

Entonces, la cantidad de bacterias es:

Antes de empezar, f0)=2=1

Despuésde 1hora f{1)=2!=2

Despuésde 2 horas f(2)=2?=4

En 3 horas f3)=2>=8

etc.

Para saber la cantidad de bacterias, basta con darle a la variable x la cantidad de horas
transcurridas.

Con la definicion f{x) = b*y las restricciones de b>0y b#1, el dominio de la funcién exponencial (o
sea, los valores que puede tomar x) es el conjunto de todos los niumeros reales. El rango de la
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funcién exponencial (o sea, los resultados que podemos obtener) es el conjunto de todos los
numeros reales positivos (no daran resultados negativos ni cero).
La siguiente grafica muestra f(x) = 2*.

Bacterias
10

P _._,——/0 rg Horas

Funcion exponencial: definiciéon
Una funcién exponencial f{x) es una funcién de la forma:

f(x)=a-b*%+e

en la que la variable x esta en el exponente, y donde:

a # 0 (sila constante a fuera cero, al multiplicar, la funcién f(x) siempre daria resultado cero)

b > 0 (la base b siempre seré positiva), y

b # 1 (silabase b fuera 1, la funcion f (x) siempre daria 1 para cualquier valor de X).

Ecuaciones exponenciales:
Las ecuaciones exponenciales son aquellas en que la incégnita esta en el exponente.

Por ejemplo:

a) 2*=16
b) 3* 1 =27
o () =p

d) 3%143%1 =90
e) 3-4%+1 =096
f) 22-9-2+8=0

Resolucion de ecuaciones exponenciales
Estudiaremos un par de métodos para resolver ecuaciones exponenciales sin recurrir a la

logaritmacion
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Primer caso:

Se transforma la ecuacidon dada en una igualdad de la misma base.

logaritmos). Estudiala:

Sib™ = bP entonces@

exponentes son iguales.

Esta es la propiedad que te permitira resolver todas las ecuaciones exponenciales (sin usar

O sea que, si tengo igualdad de potencias con la misma base entonces también sus

Resolvamos un ejemplo, como dijimos, transformando en una igualdad de la misma base:
He puesto a la izquierda el desarrollo y a la derecha la explicacion.

a) 2* =16 Hago descomposicion factorial de 16:
16 |2
8 2
4 2 24
2 2
1
Obtengo que 16=2". Lo reemplazo en la ecuacién:
2* =16
2x — 24-
2% =24 Uso la propiedad de igualdad de potencias con misma base:
Sib™ = bP entoncesm = p
Aplicando la propiedad:
Si2* = 2* entonces x = 4
=4

Otro ejemplo:

b) 3*1 =27 Hago descomposicion factorial de 27:
27 |3
9 3
33
3 3
1
Obtengo que 27=3". Lo reemplazo en la ecuacién:
3*-1 =27
3x—1 — 33
3*-1 =33 Uso la propiedad de igualdad de potencias con misma base:
Sib™ = bP entonces @
Aplicando la propiedad:
Si3* ! =33%entoncesx —1 =3
x—1= Despejo x.
x=3+1
=4

Mas propiedades:
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Puedes invertir una base mediante el cambio de sigho del exponente. A esta propiedad la

conocian asi: “si el exponente es negativo entonces invierto la base”:

=0

b a

Pero también se usa para invertir una base, si lo necesitara, cambiando el signo del exponente.
Para manejar raices en las ecuaciones exponenciales, estudia esta propiedad:

Potencia de raiz o raiz de potencia:

(Vb) = Vb7, = bf

Es lo mismo calcular potencia de la raiz que jLaraiz puede escribirse como potencia! si se
calcular raiz de la potencia. Cuando estan escribe en el denominador del exponente.

juntas, no importa el orden.

Resolvamos otro ejemplo aplicando estas propiedades:

c) (1)" -8 Hago descomposicién factorial de §:
2 8 |2
4 2
2 2 2
1
Obtengo que 8=2°, asi que lo reemplazo en la ecuacién:
1 X
) =%
B -
2
(l)x _ \/§ Tenemos un par de problemas aqui: En el primer miembro, la base es
2 1/2, pero en el segundo miembro, la base es 2 y necesitamos que

tengan la misma base. El otro problema es que, en el segundo
miembro, tengo una raiz junta con la potencia.
Empecemos solucionando uno de los problemas: para tener la misma

a -n b +n
base en ambos miembros, aplicaré la propiedad (E) = (;) enel

primer miembro:

No es necesario el denominador 1:
@* =42
Tampoco necesita el paréntesis:
27* = \[23

Ahora si, ambos miembros tienen la misma base 2.
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=% — \/ﬁ Solucionemos el otro problema: para evitar la raiz en el segundo
miembro, la convertiré a potencia aplicando la propiedad (%)p =
VbP = b
Solo hay que poner el indice de la raiz (no esté escrito, pero es 2) en el
denominador del exponente:

2% = /23

3
27X =22

2% — 2% Ahora si puedo usar la propiedad de igualdad de potencias con misma
base:
Sib™ = bP entonces @
Aplicando la propiedad:
Si2™* = 23 entonces —x = %
= E Despejo x pasando el negativo al segundo miembro.
2
3
*=-3
Actividades

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

1) 5% =625

2) 3*1 =81

3) 3x+3 — i
27

2_ 1
4) 2¥" 3 ==
4

5) 6272 =1 Recuerdaque6® =1

xX—2 X

6) 4x+3 = 4x+2

Segundo caso:
Las ecuaciones necesitan que apliquemos propiedades.

Necesitas repasar la propiedad producto de potencias con igualbase b™ - b? = b™*P solo que
ahora usaremos su reciproca (al revés):
pmtP = pm. pP

Ejemplos:
d) 3*"1 4+ 3**1 =90 | En el primer miembro, aplicamos la propiedad b™*P = p™ - bP g
ambos términos:
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3*"1 431 =90
3*-371+3%.31=90
No es necesario el exponente 1.

3*.3714+3%.3
=90

Saco factor comuin 3*:
3¥.37143¥.3 =90
3*-(371+3) =90

3*-(371+3)=90

Resuelvo dentro del paréntesis:
3*- (371 +3)=90

Caélculos auxiliares:

37143=243=22_1
3 3 3

Recuerda que, en la suma de fracciones, primero obtienes el m.c.m. que es 3, luego divides
en los denominadores (de abajo) y multiplicas en los numeradores (de arriba).

Elresultado ya no necesita paréntesis:

3* E =90
3
3 E — 90 Paso 10/3 al segundo miembro: el 3 pasa multiplicandoy el 10 pasa
3 dividiendo.
3x . E =90
3
3% = 90—
10
3% — 9. 3 Simplifico y resuelvo:
10 3*=90- i
10
3*=9-3
3* =127
3* =27 Ya habiendo aplicado propiedades, podemos realizar los pasos que ya
aprendimos cuando estudiamos el primer caso:
Descompongo factorialmente 27y lo reemplazo con 3°:
3* =127
3% = 33
3* =33 Uso la propiedad de igualdad de potencias con misma base:
Si b™ = bP entonces m = p|
Aplicando la propiedad:
Si3* = 3% entonces x = 3
=3

Otra propiedad necesaria es potencia de potencia:

e) 3-4**1 =96

Prof. Sergio Baigorria

(b™)P = bmP
Primero, paso el 3 dividiendo al segundo miembro:
3-4*t1 =96
96
4x+1 ———
3
Y resuelvo:
4x+1 =32
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41 =32 Aplicamos la propiedad:
4x+1 — 32
4% - 41 = 32
No es necesario el exponente 1:
4% -4 = 32
4% -4 =32 Paso el 4 dividiendo:
4% - 4 = 32
4
Resuelvo:
4* =8
4* =8 Para tener bases iguales, descompongo factorialmente al4 y al &, y los
reemplazo:
4* =8
(ZZ)X — 23
(2%)* = 283 En el primer miembro, aplico la propiedad potencia de potencia
(b™)P = p™P;
(ZZ)x — 23
22x — 23
22% =23 Uso la propiedad de igualdad de potencias con misma base:
Sib™ = bP entonces @
Aplicando la propiedad:
Si 22* = 23 entonces 2x = 3
2x =3 Despejo x:
2x =3
3
*=3
3
*=3
Actividades
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
7) 41 4 4%71 =17 g9) 2*¥*t2 4 2%71 =18
g) 3% 5 =271* 10) 3% — 3%72 4+ 3*+2 = g9
Te dejo todos los resultados para que controles:
1) x=4 4)x=-1y 6) x=-4/3 9) x=2
2) x=5 también x=+1 7) x=1 10) x=2 /
3) x=-6 5) x=1 8) x=2 -
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Ejercicios de repaso:

Te dejo ecuaciones para resolver con sus respectivas soluciones.

Ecuaciones Soluciones
1
1) 2%2¥tl =4 X =
2
32x
2) 34-9(—7 = — x =3
3
3) 256 = 4*5 x=09
4) 8x+2 — 16x+1 x =2
5) 52x — 253x+2 x = —1
1
6) 23x+1 =1 ==
3
7) (2"“)2 = 64 x =2
1
gy 32x-1_-1 _ __
) X >
x—1 _ 3x—2 3
9 7 = 49 x =z
10 5Y%7% = — x =15
125
1 217 = x = 42
12) e*’ 72 = g x =+1
1
13) 5% =+/5 x=3
14) 25x — \/i x = i
10
2x—1 3
15) V3x-3 =+/27 x=-7
16) V8% = 64 x=4
17) /3%¥*+1 =27 x=+V5
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18) 2Xt1 4 2X-1 =20 x =3
19) 2%71 4 2% 4 2% =14 x =2
20) 3¥+1 4 3%+2 _3x+3 _ _g X =—1
21) 3:2¥—5:2%"2=14 x=3
22) 2-3%¥t3 4 4.3%t4 =14 x = -3
23) 3%¥ —3*¥t1 =154 x =2
oq) 4VXFT _pVx+1+42 — x=3
25) 4% —2¥*1 _3.2X =24 x=3
26) 4"—3-2"‘1—5-(%)2_)6:10+2-2x+1 x =3

Mas ejercicios de repaso

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
Primer caso: Se transforma la ecuacion dada en una igualdad de la misma base.

1) 3* =81
2) 21 =16
3) 73*1 =1 Recuerdaque7®=1

Segundo caso: Las ecuaciones necesitan que apliquemos propiedades.

4 2-3*t1 =18
5) 2*¥*t1 4 2%-1 = 40

Para que controles tu trabajo:
a) x=4
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Logaritmos

Capacidades Capacidades especificas Contenido/s conceptual/es
generales
Resolver problemas empleando diferentes
métodos, teorias y conceptos.
L. Formular, ejecutar y evaluar alternativas de Logaritmo: concepto. Logaritmos decimales y logaritmos
Resolucion de ) . ) X
solucién a los diferentes problemas naturales. Propiedades de los logaritmos.
problemas R - .
estudiados. Ecuaciones logaritmicas.
Fomentar la motivaciény la iniciativa
personal.
Criterios de evaluacién
. Aplica los conceptos vistos.
. Usa una técnica coherente de trabajo.
. Defiende los resultados producidos.
. Desarrolla de forma prolija y clara los ejercicios.
Introduccién

Hemos visto, en la guia anterior, cémo resolver ecuaciones exponenciales. Para ello, aplicamos
algunas propiedades y técnicas para obtener el valor de las incégnitas. Sin embargo, existe la
inversa de la funcidon exponencial llamada funcidn logaritmica.

Veamos antes un par de ejemplos introductorios:

Dada la ecuacion:

x3=28
Observa que la incégnita esta en la base de la potencia. Es facil despejar la incdgnita pasando la
potencia cubica como raiz cubica al segundo miembro de la ecuacién:

x =18
Resuelvo la raiz cubica y ya tengo el valor de la incégnita:
X =2

Observa que la potenciacién pasdé como su inversa: la radicacion.

Ahora, dada esta otra ecuacion exponencial:
3% =2187
No tiene sentido pasar la potenciacién como radicacion:

3 =12187

No podemos calcularla pues ahora la incégnita esta en el indice de la raiz.
Ya vimos en la guia pasada como resolverla usando algunas técnicas como la descomposicion

factorial de 2187y la propiedad b™ = bP = m = p: %g
3% = 2187 2433
81)3
. 27/3
3* =3"aplicob™ =b? =>m=p i
33
x=7 1

Pero ahora no aplicaremos técnicas para calcular laincégnita, sino que aplicaremos la inversa de
la exponenciacién: la logaritmacion.
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Logaritmacion

Se llama logaritmo de un numero real positivo N con base a real positiva y distinta de 1, al
exponente C al que se debe elevar la base a para obtener dicho niumero N.
En simbolos:

. “base A positiva y distinta de 1”
argumento o nimero ase ® postivay distinta de

logantmamo
0<a=+#1

/lo'g“N IC:”lC_ { 0<N

base logaritm “entonces”

oA

“argumento N positivo”

La logaritmacion me pide obtener un exponente para la potencia a® de manera que me dé N, o

Sea.
a¢® =N

Por ejemplo:
log, 8 =

Esta logaritmacién me pide “;qué exponente le pongo a 2 para que me dé 8?”
Mentalmente puedo ver que el exponente para la base 2 es 3ya que 23 = 8.
Entonces:

log, 8 =3 pues23 =38

Otros ejemplos:

N
log1 25 = =2 pues (=) =5%2=25
LK P (5)

log,1=0pues7°=1

Ejercicio 1

Calcula mentalmente los siguientes logaritmos. (Recuerda que para invertir la base de una
potencia debes cambiar el sigho del exponente o colocarle signo negativo si no esta escrito.)

b) log, 5=
c) logs1 =
d) log, 3=

Logaritmos decimales y logaritmos naturales

Las bases mas utilizadas en los logaritmos son 10y e (NUmero de Euler, e = 2,718281828459 ...
y los llamaremos:
e Logaritmo decimal:
Tiene base 10y no es necesario escribir la base del logaritmo:
log;o N =logN
En la calculadora, se simboliza con la tecla [log].
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e Logaritmo natural o logaritmo neperiano:
Tiene base e y se representa con In:
log, N =InN
En la calculadora, se simboliza con la tecla [In].

También podemos obtener otros logaritmos con la calculadora.
En las calculadoras cientificas mas nuevas, esta la tecla [logg O], pero sino, lo haremos asi:

logg 32 = 2832 _ 1505, 13
log 5 0,699
o sino:
logg 32 = 32 _ 1305, 1eq
In5 0,699

Te habras dado cuenta de que se puede calcular usando [log] o [Ln].

Este procedimiento se basa en una propiedad llamada cambio de base y nos permite usar la
calculadora cientifica en todos los casos cuando no tenga la tecla [logg O].

Simbdlicamente:

Ejercicio 2

Calcula usando calculadora:
Aplicando logaritmos decimales:
a) log1000 =
b) logl =
c) log2,02 =
Aplicando logaritmos naturales:
d) In7 =
e) In25 =
f) In0,25 =
Aplicando cambio de base:
g) log, 100 =
h) log;10 =
i) logi17 =
2

) logsz =

Propiedades de los logaritmos

Logaritmo de un producto:

logb(f : Q)\i

= log, P + log, Q
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Logaritmo de un cociente:

O también:

Logaritmo de una potencia:

Logaritmo de unaraiz:

O también:

Ejercicio 3

SILOGARITMOS)
| ann QUIERES}

logb(f: Q)\i

= log, P — log, Q

P
logy, (6> = logy, P —log, Q

2

log, P™ = m - log, P

log, Q
logs /@ =77

. 1
log, 3/Q = E'logb Q

Resuelve aplicando propiedades:

a) log,(16-2-128) =
b) log, (5:64) =
3
o o (5) =
d) logs V125 =
e) loge S\E =
f) logs 27* =
g log, (16:7) =
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Ecuaciones logaritmicas

Una ecuacion logaritmica es aquella en la que la incdgnita es la base o el argumento de una
logaritmacion. Por ejemplo:
a) log,(x +12) =2

b) log,(x +1) +log,(x —1) =3
c) log,(x —1) +log, 3 =log,(x + 3)

d) 3* = 10 Esta no es logaritmica, pero la resolveremos usando logaritmos.

Resolucion de ecuaciones logaritmicas:

1° caso: Aplicando la definicién de logaritmo:

a) 1()g4 =2 Aplicamos la definicién de logaritmo:
log, N =C
a¢ =
Solo debo identificar base, y logaritmo y convertir la logaritmacidn
en exponenciacion.
42 = iY ya le quitamos la logaritmacion! Ahora es muy facil despejar x.
16 =x + 12
16 —12 =x
4 =x iListo!

Entonces: nuestra primera arma para quitar lo “logaritmico” de una ecuacién sera aplicar la
definicion de un logaritmo.

Ejercicio 4

(Este es el ultimo ejercicio e incluira a todos los casos para resolver ecuaciones logaritmicas
hasta el final de la guia.)
Resuelve las siguientes ecuaciones:

a. logs(x—2)=-1

b. log(x*—-3) =0

c. logu+n3 =1

2° caso: Aplicando propiedades de logaritmos:
b) log,(x+1)+log,(x—1) =3  Aplico la propiedad reciproca del logaritmo
de un producto:

logy, Piiogbf =

= logy(P - Q)

log;[(x+1)- (x—1)] =3 Aplico propiedad distributiva del producto.

logy[x? —1x+1x — 1] =3
log,[x? —1] =3
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log;

Aplico la definicién de logaritmo:
log, N =C

at =

Solo debo identificar base, y
logaritmo y convertir la logaritmacion en
exponenciacion.

23 = iY ya le quitamos la logaritmacién! Ahora es
muy facil despejar x.
28 =x%2-1
8=x2-1
8+1=x?
9 = x?
Vo =x
+3=x iListo!

Continuacion del ejercicio 4

Resuelve las siguientes ecuaciones:
d. log, x +log,3 =4
e. 2-logi(x —2) +logi(x—2) =4
8 8

3° caso: Aplicando propiedades y logaritmos de igual base:

c) log,(x —1) +log, 3 =log,(x +
3)

Aplico la propiedad reciproca del logaritmo de un
producto en el primer miembro:

logy, Pilfgbf =

= log, (P - Q)

log,[(x — 1) - 3] =log,(x + 3)

Ahora, la propiedad de logaritmos de bases
iguales tiene iguales argumentos:
logy, M = log, P
M=P

[((x—1)-3]=(x+3)

iY ya le quitamos la logaritmacion! Ahora es muy
facil despejar x.

(x—1)-3=x+3

Aplico propiedad distributiva en el primer
miembro.

3x—3=x+3
3x—x=3+3
2x =6
6
X=3
x=3 iListo!
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Ahora tenemos otra gran arma para resolver ecuaciones logaritmicas: la propiedad de
logaritmos de bases iguales tiene iguales argumentos, con lo cual le quitaremos lo “logaritmico”
a la ecuacion:
log, M = log, P
M=P

Continuacion del ejercicio 4

Resuelve las siguientes ecuaciones:
f. logi(x + 2) =log:(10 — x)
8 8

g. log,(x —1) +log, 2 =log,(x +4)

4° caso: Para resolver ecuaciones exponenciales:

d) 3* =10 Esta ecuacioén no es logaritmica, pero la
resolveremos usando logaritmos.
Aplico logaritmos en el primery en el segundo
miembro. Se puede aplicar logaritmo decimal o
logaritmo natural, pero debe aplicarse el mismo en
ambos miembros.

log3* =log 10 Ahora, aplico la propiedad del logaritmo de una
x -log3 = log 10 potencia en el primer miembro:
log, P™ =
=m-log, P
‘e log10 Paso el log 3 dividiendo al primer miembro.
log 3 Y ahora puedo obtener el valor con la calculadora
cientifica.
x = 2,096 iListo!

Continuacion del ejercicio 4%)

Resuelve las siguientes ecuaciones:
h. 0,3* =1,5
i. 3:2*¥ =10 En este ejercicio conviene pasar primero el 3 al segundo miembro.

Te dejo los resultados de las ecuaciones para que controles:
11

N LOGARITMOS

b)x = —2 ytambién x = +2

c)x =2
16
d)x =—
3
33
e)x =—
16
flx =4
gx=6
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h) x = —0,337
iyx =1,737

Ejercicios de repaso

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas. La tabla tiene sus resultados, para que
controles tu trabajo:

Ecuaciones Resultados

1) log,x =3 x=8

2) logs(2x+1)=2 x =12

3) logs(x—4) =4 x =85

4) log10(3x+7) =2 x =31

5 logzx +logz4 =2 x=%

6) logs(x+1)—logs2=1 x=9

7) 2-log,x+1log,3 =5 x =4

8) log,x+log,(x—3)=3 x=17

9 log,(x+2)=1log-,5 x=3

10) log ,(3x —1) =log , 7 x=§

11) log 5 (2x) = log 5(x? — 3) x=3

12) log 3(x? — 4x) = log 3 15 x=5

13) 2*¥ =10 x =log, 10 ~ 3,322
14 325+ = 5 x:—1°g3(520)_1 ~ 1,468
15) 5¥72 =7 x=2+logs7 ~ 3,209
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Mas ejercicios de repaso

Usa la calculadora. (No olvides poner paréntesis cuando trabajes con fracciones.)
Aplicando logaritmos decimales:

a) log100 =
b) log1 =

Aplicando logaritmos naturales:

c) In8 =

d) 1n§ =
Aplicando cambio de base:
e) logs 20 =
f) log,12 =

g) log:18 =
5

5
h) log; ==
2
Resuelve aplicando propiedades de los logaritmos:

a) log;(27-3-9) =

b) log, (32:%) -

0 1oz (2 =

d) log, V8 =

Mas ecuaciones logaritmicas

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
1° caso: Aplicando la definicion de logaritmo:

a) log(x®—7) = 0 Recuerda que, sila base del logaritmo no esta escrita, entonces su base es 10.
b) lOg(x+2) 9=1

2° caso: Aplicando propiedades de logaritmos:
c) logs;x +log; 15 =2

3° caso: Aplicando propiedades y logaritmos de iqual base:
d) logs(x —3) =logs(9 — x)
4 4

4° caso: Aplicando logaritmo y propiedades para resolver ecuaciones exponenciales:
e) 0,8 =17
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Los resultados, para que controles:

a)x =2 c)x = % e)x = —2,37797
b)x =7
d)x =6
Ultimas ecuaciones
Hallar el valor de “x"
1) log,64=X 15) !ogsﬁzx 29) Eogz.‘,%=%
2) |0gm1{)ﬂ0=x 16) !ogl255=x 2x I
30) log 1 T=-—E
3) log,,0,0I=X 1 6
17) Iuglﬁ-;=X
4) log a®=X =
g, 18) log, 9=2 31) log, (x)=0
5) log,81=X

6) log2i=x

7) log, 4=X
2

1
8) log,—=X
; %2132

1
9) IogaE-—-X

13) log, 1=X

ra

14) lng[ ﬁ: X

Py

Prof. Sergio Baigorria

23) log, 16=—4

24) log, X =3
25) log, o= =2
X

26) log

ta | —

1_
1x
4
X, ol

4 2

27) log,,
9

3

28) lo = =

) Bis5x T 3
27

Matematica 5° ano

32) log, (x+1)=0

33) 4log, (x-1)=0

34) log(x=1)*=0

35) log, (% +2x-3) =0
36) log, (¥ +3v=2) =1
37) log, (x+1)=-3

38) log, (8x+9)=4

39) log (13x-18)=3

40) log, (x—1) = -1

41) log (6.\'2 +5x+§J =-2

-

=
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Resultados:

Dx =3
2)x =3
3)x = 2
4hYx = 2
Syx = 4
6)x = 2
Hx =2
8yx =5
9x =3
10)x ==
IHx =4
12)x =1
13)x =0
14)x =7
15)x = 3
16)x ==

Prof. Sergio Baigorria

17x = =
18)x = 3
19)x = 25
20)x = 5
21) x =§
2)x = 2
23)x ==
2Uyx = 8
25)x = 9
26)x = 2
27)x = 3
2)x = 1
29)x = 15
30)x = 6
3x=1

Matematica 5° ano

32)x =0
33)x =2
34)x=0
yx =2
35 x=1
yx=-3
36))x =1
yx =—4
3Nx =—-=
38)x =9
39)x =11
40)x = -
1
41)X—§
x=—2
YA = 7%
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Cudificas de funciones exponencial y loganitmi

Funcion exponencial

Se denomina funcidn exponencial a toda funcién de la forma f(x) = k.a**+cAa*0nazl
» Funciones de la forma f(x) = a*
1.0¢tac¢1 2.a>1

y A y

CHOANI =

-1+ y=0—= A H. -1 y=0— A H
Y
* Funciones de la forma f(x) = k.a* A K ER - {0} ¥
£,
Modifica el valor de la ordenada. ’
4 f,(x)
= k.a* k
=k |

® ¥=3 1 2
@ =273 2
® fx=5.73 5

* Funciones de la forma f(x) = k.a*?

[

Indica el corrimiento sobre el eje x.

f(x) = a~* b Corrimiento
® =73 0 No tiene.
® f(x =3 -1 1 hacia la izquierda.
@ =73 1 1 hacia la derecha.

* Funciones de la forma f(x) = a*+c A cER

T

Indica el corrimiento sobre el eje y.

f(x) =a" + c C Corrimiento ![ AH
. o fx) =3 0 No tiene. y=0
@ fx=3+1 1 Hacia arriba, 1. y=1
Ofx=3-1 -1 Hacia abajo, 1. | y=-1
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Funcioén logaritmica

Se define funcidén logaritmica de base a, a la funcién inversa de la funcién exponencial de bhase a.
fld=y=log xea=xaxr0nra>0razxl

) =y=log,x 3 =x D.= (0=} Al =R AVix=0
Interseccion con el gje x f(x) = O, entonces log, x=0 = 3" =x = x ="

X
1
g -2
1
3 -1
1 0
3
g 2
Ff(x) = log, x + 1 D, = (O+eo) A C, =R AVix=0

Interseccion con el gje x, f(x) = 0, entonceslog. x+ 1=0= 3" =x=x=—

"

-1

1
3

>

Ol W | e e o

0
1
2
3

) =y=Ih(x-1) e =x-1
x=1>0=x>1=2D,=(11+) AC.=R AVix="
Interseccion con el gje x, f(x) = 0, entoncesln (x - 1) =0=e=x-1=x=2

0 GRS
2 0 |
e+1 1 ' i
el +1 2
e +1 3 i i
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Graficador de funciones exponencial y logaritmica con coeficientes dinamicos
La siguiente pagina de GeoGebra te permitira aprender cémo afectan a la curva de las funciones
exponencialy logaritmica los valores de los coeficientes en las expresiones:

y=k-a*?+c

yen
y=a-logy(x—c)+d

Escanea el cédigo QR o haz clic en el enlace:

https://www.g0eogebra.org/classic/zxukfey

En la pagina interactiva, mueve los deslizadores para observar cdmo cambia la curva de cada funcion
segun lo estudiado en la pagina anterior.

Ejercicios
1) Dadas las siguientes funciones exponenciales, se pide:
e Representarlas graficamente en ejes cartesianos.
e Dominio.
e Imagen o recorrido.
e Expresion de la asintota horizontal.
e Punto de corte eneleje y.
e Indicar si es creciente o decreciente.

_ ax X+2
a)y=3 d)y=2'(l) -1
1\* ;

b) y = (3) e) y=2-3%+1
c)y=4-2* f) y=2*1-3

Dadas las siguientes funciones logaritmicas, se pide:
e Representarlas graficamente en ejes cartesianos.
e Dominio.
e Imagen o recorrido.
e Expresion de la asintota vertical.
e Punto de corte en el eje x.

a) y=logsx d) y=log;x—2

b) y=2log;x e) y=4-logs(x+1)

c) y=logzx+1 f) y=4-logi(x—3)
3
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Cjencicias de aplicaid

Las siguientes son férmulas para trabajar problemas de crecimiento discreto (una cantidad
aumenta en intervalos separados de tiempo y no de manera continua, es decir, el cambio ocurre
paso a paso, no en todo instante: “de a saltos”), aunque te permitiran resolver en problemas con
crecimiento continuo (una cantidad aumenta en todo momento, no por etapas separadas, sino
de manera permanente) de manera aceptable.

Las féormulas de crecimiento discreto pueden utilizarse para aproximar situaciones de
crecimiento continuo, ya que cuando los periodos son pequenos los resultados obtenidos son
muy similares.

\Y% 1
log | V. \n . . i .
\Y/ o P » n = Cantidad de Periodos considerados
n= 2 \Y » t = Tasa (se calcula como 1 + “crecimiento porcentual”)
log () 0 » V; = Es el Valor final
Vv » Vg = Es el valor inicial
V =V. ( t)n V. =i » Crecimiento Porcentual = Es la variacion porcentual
f~ 0 0 (()" que sufre la variable en cada periodo de tiempo
(cada periodo considerado como “n")
t =100% + Crecimiento %
Ejercicios

1) Sabiendo que la masa de carbono-14 (14C) (remanente después de su desintegracion),

2)

3)

puede calcularse con la conocida férmula:

70\¢
u =, (2)
79
siendo "M,", la masa inicial de carbono-14 y "t" el periodo de tiempo en miles de afos.
Calcular:
a. La masade carbono-14 de un organismo que en vida tuvo 200 gramos, si ya han pasado
10.000 anos.
b. Eltiempo aproximado de un fésil que en vida tenia 200 gramos de carbono-14y hoy tiene

76 gramos.

La masa de arboles de un bosque es de 5000 toneladas y por efecto de deforestacion,
decrece un 9% anual.

a. ¢Cualseralamasade arboles de dicho bosque al cabo de 25 anos?

b. ¢Alcabo de cuanto tiempo quedara la mitad de la masa actual?

c. ¢Cualseralamasade arboles de este bosque dentro de 16 meses?

La poblacion de cierto tipo de insecto crece a un ritmo de un 22% cada ocho dias.  En cuanto
tiempo dicha poblacién sera 25 veces mayor a la actual?
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4) Sabiendo que una determinada masa de  100% 7

Radio-226 (***Ra), tarda 1620 afos en 3:
desintegrar la mitad de su masa, en forma :g
exponencial. Hallar: 50% €
a. La masa inicial de Radio-226 para que, %
habiendo transcurrido 126 afios, hayan gy
quedado 180 gramos. o Afos =
b. El porcentaje de pérdida de masa con R ) 1620

respecto a lainicial al cabo de 1000 anos.

5) Segunloscensosrealizados en un pais, se observé que la poblacion pasé de 15 a 18 millones

de personas desde el ano 1994 al afio 2000. Como puede verse en el grafico siguiente:
21

18
+20%
Poblacién  '° _,'._—-"""
(en milones 12— 1 T
de personas) ¢
6 —
3 — —— ——
o — —_—
1984 2000
Suponiendo que va a mantenerse constante (en forma porcentual) el ritmo de crecimiento de esa

poblacion:

a. ¢Cualserialapoblacion estimada de ese pais para el afno 2018?
b. (Y paraelafio2021?

c. ¢Apartirde qué ano la poblacién superaria los 50 millones?

6) Supongamos que los automdviles 0 km, se deprecian a un ritmo constante del 20% anual. Si
un auto 0 km de determinada marca hoy cuesta $20.000.
a. ¢Cualserasuvalordentro de 6 afos?
b. ¢Dentro de cuantos afnos este auto valdria menos de la mitad de lo que vale 0 km?

700
1004 20%
Valor %
-1
0% — t
0123 45467 8 910
Km

7) Imaginemos que el valor de una antigiedad aumenta un 20% cada 5 afios que pasan. Si el
valor actual de una antigliedad de este tipo es de $100.
a. ¢Cualserasuvaloral cabode 100 ahos?
b. ¢Seria correcto suponer que al cabo de 200 afios va a valer el doble de lo que va a valer
al cabo de 100 afios?
c. Calcularentonces cuanto va avaler al cabo de 200 afios y sacar conclusiones acerca de
las funciones exponenciales.
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8) Una persona piensa depositar en un banco una suma de $50.000 y le ofrecen un interés
mensual de un 0,8%, con lo cual cada mes que pasa, la cifra depositada va aumentandoy se
va sumando a la cifra a la cual se le van a sumar los intereses que le da el banco. Por otro
lado, le ofrecen a la misma persona invertir sus ahorros en acciones de una empresa que le
asegura que al cabo de cinco afios, no solo recupera su inversion, sino que ademas le quedan
$22.000 de ganancia extra.

a. ¢Qué le conviene hacer a esta persona, econémicamente hablando?

b. ¢Porqué?

9) Una determinada revista zonal de publicaciéon mensual tiene actualmente una tirada de 200
ejemplares. El precio promedio de una publicidad en esta revista es de $5.

a. Sisu plan es aumentar un 20% esta tirada por cada mes que se publique. ¢En cuantos
anos llegarian a tener unatirada mensual de 1.000.000 de ejemplares?

b. Sisuplanesaumentarun40% esta tirada, pero cada dos meses. ¢ Para llegar ateneruna
tirada mensual de 1.000.000 de ejemplares, se tarda lo mismo que con un crecimiento
del 20% por mes?

c. Sise lleva acabo el primer plan de aumentar un 20% cada mes, y si el precio promedio
de la publicidad en la revista es proporcional a la tirada. ;Cual seria entonces el precio
promedio de la publicidad en la revista al cabo de 4 afios exactos?

d. Teniendoen cuenta nuevamente que el precio de publicidad en la revista es proporcional
a la tirada de la misma. ;Cuaél va a ser el precio de publicidad a los 8 meses de cumplido
el plan de aumentar un 20% la tirada por mes?

e. Si la empresa que imprime la revista quiere lograr tener una tirada de 1.000.000 de
ejemplares en tan solo 1 afo y medio ;Qué porcentaje tiene que crecer la tirada cada
mes?

RESULTADOS

1) 6)
a. 5967g a. $5243
b. 8000 anos b. 14 afos
2) 7)
a. 473,157t a. $3833
b. 7 anos,4 mesesy 2 dias b. 146.977
3) 129 dias y medio 8)
a. Depositarenelbanco.
4) b. Porque Gana $8649 mas
a. =190g
b. = 34,7% 9)
a. 4 anos
5) b. No, tarda mas
c. Ano 2033 e. 60,50/0
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A.B.P. (Aprendizaje Basado en Proyectos)

“Tenebrio molitor: biodegradacién natural”
Proyecto interdisciplinario de Biologia y Matematica

Dejo aqui informacion tedrica relacionada de Matematica y Biologia para trabajar con el proyecto
interdisciplinario que se presentara en la Muestra Didactica.

Crecimiento exponencial
Existen tres formulas para calcular la poblacion en un tiempo t o P(t): dos de estas formulas
se usan para describir el crecimiento exponencial donde cada una tiene un origen y uso
ligeramente distinto, y una tercera formula para el crecimiento exponencial, pero con una
capacidad limitada.

1. Crecimiento continuo:
P(t) = VO . er.t

donde:

V, es la poblacién inicial.

e es la base del logaritmo natural (aproximadamente 2,71828).

r es la tasa de crecimiento instantanea o continua.

t es el tiempo en unidades continuas (puede ser cualquier valor real).
Se usa para modelar fendmenos que crecen o decaen de forma continua y natural, como
la poblacién bioldgica sin limitaciones, interés compuesto continuo o procesos fisicos. Esta
férmula surge de resolver una ecuacion que expresa que la tasa de crecimiento es
proporcional a la poblacion actual.

2. Crecimiento discreto o con intervalos definidos:
Pt)=Vy-(1+1)

donde:

V, es la poblacién inicial.

r es la tasa de crecimiento por intervalo (como anual, mensual).

t es un numero entero que representa el numero de intervalos o periodos.
Se usa para crecimientos que ocurren en periodos discretos y medibles, en etapas con
intervalos claros (por ejemplo, crecimiento anual de una poblacién con generaciones
claras, o interés compuesto anual).

Relacion entre las formulas de crecimiento discreto y de crecimiento continuo
Ambas se relacionan estrechamente; por ejemplo:

(1+1r)i=et
Cuando r es pequeno y los intervalos t son cortos, las dos férmulas son practicamente
equivalentes para muchos usos practicos.

3. Modelo logistico o de capacidad de carga

P(t) =

K-V,

e_r't
Vo

1+
donde:
Vo es la poblacion inicial,
r es la tasa intrinseca de crecimiento,
K es la capacidad de carga o capacidad de sostén del ambiente — es el maximo numero
de individuos que el entorno (el tarro con desperdicios) puede mantener estable sin que
la poblacion colapse o se reduzca.
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Si el crecimiento tendra un estado de equilibrio 0 una capacidad de sostenimiento
poblacional (como, por ejemplo, el crecimiento poblacional de tenebrio molitor o gusanos de
harina) en un entorno con recursos limitados, se utiliza un modelo de crecimiento poblacional
con capacidad de carga o capacidad de soporte, conocido como modelo logistico.
El modelo funciona de la siguiente manera:

= Cuando la poblacion es pequenia, el crecimiento es cercano al exponencial,

= A medida que la poblacion se acerca a K, el crecimiento se desacelera,

= Finalmente, la poblacion se estabiliza en K, alcanzando un equilibrio donde nacimientos

y muertes se igualan.

Caso particular de nuestra granja de tenebrios molitores

En nuestra granja tenemos:

o Poblacion inicial Vy = 50,

e Tasa intrinseca de crecimiento: r = 0,82% diario = 0,0082.

o Capacidad de carga: K = 500
Si describimos a la poblacion con férmula de crecimiento continuo, la poblacion final V es:

Vy= 50 . 00082

con t expresado en dias.

Si la describiéramos con la férmula de crecimiento discreto, seria:
Vf =50- (1+0, 0082)‘t
con t expresado en dias.

Por ultimo, si la describimos con la formula de crecimiento logistico:
500
Vr="500—50
2~ 9. 00082t
50

1+

con t expresado en dias.

La capacidad de sostén depende de varios factores ambientales importantes: cantidad y
calidad del alimento (desperdicios), espacio disponible, temperatura, humedad y toxicidad
acumulada. Estudios indican que estas condiciones definen la poblacion maxima sostenible
en un contenedor o criadero, conocida como K, para evitar muerte masiva o escasez de
recursos.

Por lo tanto, esta formula logistica permite predecir el equilibrio poblacional en tu tarro,
ajustando K segun los recursos y condiciones ambientales, y r segun la tasa de reproduccion
del tenebrio bajo esas condiciones.

Graficas de crecimiento poblacional
La siguiente grafica permite comparar las curvas de crecimiento poblacional descritas a través
de las tres férmulas vistas:

Referencias:
P(t) para crecimiento continuo
P(t) para crecimiento discreto = == == == == o
P(t) para crecimiento logistico
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Sobre la elecciéon de la tasa de crecimiento:

La tasar = 0,0082 (0,82% diario) usada es plausible si las condiciones son bastante
subodptimas; sin embargo, la literatura experimental para tenebrio molitor indica que, en
condiciones 6ptimas (=25-27 °C, humedad relativa moderada 60—-80%, dieta rica en
cereal o salvado de trigo), las tasas de crecimiento diarias observadas suelen ser

mucho mas altas (por ejemplo 4—7%/dia a ~25-27 °C e incluso picos mayores en
condiciones calientes). Dado que tu criadero esta a 20 °C y baja humedad y con dieta

de serrin/papel/banana, es razonable esperar una tasa menor que en optimo, pero
g.81
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la 0,82% puede estar subestimando o aproximando, dependiendo de cuanta proteina 'y
humedad aporten esos restos.

Qué dice la bibliografia

Ciclo de vida del tenebrio molitor

Huevos

Larvas
) pequenas

Escarabajo
viejo

Escarabajo El ciclo toma
aproximadamente

3 a 6 meses

Larvas
medianas

Escarabajo
joven

Larvas grandes

,l
.
~-

Pupas

Estudios experimentales muestran crecimiento diario en rangos como ~4—7%/dia a 25—
27 °C; tasas mayores (hasta ~16%/dia) se registraron a temperaturas >30 °C en
algunos trabajos. A menor temperatura (=20 °C) el desarrollo se alarga y la tasa diaria
baja.

Humedad ideal suele estar en torno a 50-80% de HR (humedad relativa); humedad
muy baja reduce supervivencia, fecundidad y velocidad de desarrollo. Dietas ricas en
cereal o salvado de trigo o suplementos proteicos aceleran y mejoran rendimientos;
dietas pobres (solo serrin/papel) reducen la tasa de crecimiento r y aumentan tiempo
larval.

Densidad importa: densidades altas empeoran crecimiento individual y aumento de
mortalidad; las recomendaciones practicas de cria varian (ej. 1 larva/cm® como
referencia volumétrica en muchos protocolos).

¢ Qué corregir o revisar en los calculos?

1.

Validar r empiricamente: para estimar el r real, mide: cuenta V, y cuenta V, tras t

dias y calcula
V
i
In (7)

t
De todos modos, deben pasar mas de 2 meses para que las larvas se conviertan en
escarabajos que pongan huevos, y esperar 3 meses para que observemos
crecimiento poblacional cuando aparezca la siguiente generacién de larvas.

Tr =

Ajustar por temperatura y humedad: tu 20 °C y baja humedad reducen r con
respecto a condiciones O6ptimas. La bibliografia muestra tasas significativamente
menores a 20-22 °C. Por tanto, si se tom6 r basado en cria a 25 °C, hay que bajarlo;
pero si el autor ya eligio 0,0082 como r bajo condiciones frias/secas, mantenerlo y
confirmar con conteos.
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3. Dieta y proteina: el alimento principal importa. Aserrin, papel y bananas proveen algo

Recomendaciones practicas (para mejorar la prediccion y la cria)

de carbohidratos, pero poca proteina comparada con salvado de trigo o residuos
agricolas ricos en proteina. Menor proteina — menor fecundidad y r. Si quieres predecir
con mas precision, incluye un factor de calidad alimentaria.

Capacidad de carga K: si vamos a usar el modelo logistico, K = 500 es arbitrario a
menos que se haya estimado por volumen de contenedor y densidad/recursos. Puedes
estimar K usando reglas practicas (p. ej. densidad recomendada ~1 larva/cm® o 0,5-2
larvas/cm?® segun fuente) y el volumen real del recipiente — o mejor, estimar
empiricamente observando cuando el crecimiento se desacelera repetidamente.
Higiene y riesgo de colapsos: carton + humedad variable + residuos de fruta pueden
fomentar hongos, pestes o protozoos que causan mortalidad brusca. EI modelo
logistico supone mortalidad gradual; una contaminacion puede provocar colapsos no
descritos por el modelo; tenerlo en cuenta al interpretar predicciones.

Mide: registrar V,, cuenta larvas y escarabajos cada X dias (p. ej. 7—
14 dias), registra temperatura y humedad con un datalogger. Usar la
férmula r = (In V; —In V,)/t para obtener r real.

Mejora dieta: al afiadir salvado de trigo o fuente proteica (harina de
trigo, salvado, residuos vegetales ricos en proteina) subira r.
Estudios recomiendan suplementar con fuentes ricas para aumentar
fecundidad y velocidad de desarrollo.

Ajusta humedad: mantener RH (humedad relativa) moderada (50—
75%) mejora crecimiento; con baja humedad, provee “comodines”
hamedos (pedazos de fruta) con control de mohos o una fuente de
humedad localizada.

Evita sobrepoblacion: respetar densidad recomendada (ej. 0.5—1
larva/cm?® en muchos protocolos). Si el recipiente es pequeiio (el que Datalogger
"entraba 3 kg de dulce de leche" = unos litros), calcula Ka partir del

volumen y la densidad y usa ese K en el modelo logistico en lugar de un numero
arbitrario.

Control de higiene: evitar mohos y plagas; carton puede ser util, pero debe
reemplazarse si aparece contaminacion.

Despeje de formulas

1. Crecimiento continuo:

P(t) = VO . er't

Valor final Vy:

Vf = VO . er't

Donde:
V es el valor final, antes llamada funcion P(t),
Vo es la poblacion inicial.
e es la base del logaritmo natural (aproximadamente 2,71828).
r es la tasa de crecimiento instantanea o continua.

t es el tiempo en unidades continuas (puede ser cualquier valor real).

Despeje del valor inicial Vj:
Comenzamos desde
Vf == VO . er.t
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Paso dividiendo et ;
Vi

et =V

Para mas claridad, cambio de lugar los miembros:

V
_f

VO = ?
Despeje del crecimiento porcentual r:
Comenzamos desde

Vf == VO : er t

Paso V, dividiendo:

& — er-t

Vo

Aplico logaritmos naturales a ambos miembros (para poder sacar a n del exponente):

In-ZL =Inet
0

Aplico propiedad de logaritmo de una potencia para sacar a r -t del exponente fuera del
logaritmo:

ln7£=r-t-lne

Como Ine = 1, ya no es necesario ponerlo:

%
ln—f =r-t
Vo
Termino pasando a t dividiendo:
Vr
11’17
0 =7
t
Para mas claridad, cambio de lugar los miembros:
Vs
an—
r= 0
t

Despeje de la cantidad de periodos considerados t:
En este caso, comenzamos desde el antepenultimo paso del despeje anterior:

Termino pasando a r dividiendo:

Para mas claridad, cambio de lugar los miembros:
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2. Crecimiento discreto o con intervalos definidos:

P(t) =V, (1+71)

Valor final Vy:

Vf= Vo'(1+r)t

donde:
V es el valor final, antes llamada funcion P(t),

Vo es el valor inicial,
T es el crecimiento porcentual [%] para un periodo determinado,
t es la cantidad de periodos considerados.

Despeje del valor inicial Vj:
Comenzamos desde
Vf = VO . (1+T)t

Paso (1 + r)¢ dividiendo:
Vs _v
A+t 0

Para mas claridad, cambio de lugar los miembros:
4 Yy
O 1+t

Despeje del crecimiento porcentual r:
Comenzamos desde
Vi=Vo-(1+1)t
Paso V, dividiendo:
Yr = (1+7r)t
Vo

Paso el exponente n como indice de raiz n-ésima:

t|V,

L= 147
«’Vo
t|V,

f

<L _ 1=
/Vo r

Puedo escribir a la raiz n-ésima como potencia de exponente fraccionario:
1
Ve\T
GIREEE
Vo
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Para mas claridad, cambio de lugar los miembros:
1

Vot
f
= (L) -1
r(vo)

Despeje de la cantidad de periodos considerados t:
Comenzamos desde
Vi=Vo-(1+1)t

Paso V, dividiendo:

Vr
—=(1+7r)t
7 (1+7)

Aplico logaritmos a ambos miembros (para poder sacar a t del exponente):

A/ :
log— = log(1 +71)
Vo

Aplico propiedad de logaritmo de una potencia para sacar a t del exponente fuera del
logaritmo:

v
log—f = t-log(1+71)
Vo

Paso a log(1 + r) dividiendo:

Para mas claridad, cambio de lugar los miembros:
V
log—L
log(1+ 1) v,
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Pr

Regla de calculo logaritmica

oyecto aulico

La regla de calculo es un instrumento que servia para realizar operaciones matematicas, como
pueden ser multiplicaciones o divisiones, e incluso porcentajes, calculos de proporcionalidad o

raices cuadradas.

Fue sustituida inevitablemente por las
calculadoras, pero durante mas de 400
afos fue instrumento imprescindible
para todo cientifico o ingeniero. Por
poner un ejemplo, muchos de los
calculos llevados a cabo durante las
misiones Apolo, que llevaron al hombre
a la Luna, fueron realizados con reglas
de calculo. Hay que decir que por

entonces la informatica aun estaba dando sus primeros pasos.

Aqui les dejo un modelo para que se fabriquen su propia regla de calculo. Para construirla solo
necesitas pegamento, tijeras, e imprimir, a ser posible en cartulina, la plantilla que puedes

descargar desde el enlace:

https://divermates.es/la-regla-de-calculo/

En esa pagina web se detallan las instrucciones para su armado, que es muy sencillo.

¢Como funciona la regla de calculo?

Comenzamos con multiplicaciones (us

amos las letras C y D):

e 2 X 3 Alineamos el 2 del D con el 1 del C, y nos fijamos con qué cifra del D coincide el 3 del

C:2x3=6
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https://divermates.es/la-regla-de-calculo/

6 7 8 910 2 3 4 5 6 7 8910 2 3
Mnuhulhluhlul il ||nh|m|||||||||mnl||||||||||||unuduuuuhhmw|||\|||||h||||||||| il |I|||i|||I|l|‘|I|I|||I|h||||||i||||||||
4 5 6 7 8 9 10 2 3 4

B i 2 3 4 5 s 78 ey
. 1 2 . . 5
L l|I|I|I|I|||i|||||I|||I|i|i|||||I|I|I|l|'|||||||I|||i|i|||I\||I|I|i|||||I|I|I|I|||I|I|I|I|||I|i||||||||||||||

° 2 (2) 3 " 4 5 (6)

2 X 8 Alalinearel2del D conel1delC,el8del Cquedafuerade laregla. Cuando nos ocurre
esto, tenemos que alinear el 2 del D, no con el 1 de C, sino con el 10 del C, para fijarnos
de nuevo con qué cifra del D coincide el 8delC:2 X8 = 16

1 2 3 4 5 6 7 8910 2 3
K | | i||n|nlml|n||||||||||||Iu||m||lm|undwmnnhmiM||||h|||||||||||||| il |I|h||I|I|I|l|I|I|i|l|||I|I|I|I|‘|I|
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
A
i
2 3 4 5 6 7 8 9" 10
7 8 9 1.0
|i|||||I|I|I|||i|||||||||||||i|||||I|I|I|I|||I|I|I|I|||I|i|||I|||I|I|i|i||
P (e ()
D 1 2 3 4 5 r 8 9 T
| ® ® !

Cuando tenemos distintos digitos, o incluso decimales, hemos de saber la magnitud del
resultado. La regla de calculo nunca nos dice dénde iria la coma.

Vemos dos ejemplos, 11 X 25 =275y 1,1 X 2,5 = 2,75. Ambos se realizarian de igual manera,
por lo que tenemos que saber la magnitud del resultado.

1 2 3 4 5 6 7 8 910 2
| 1 .|.|.|.I.|.nl.|.|.|.|.|u.lmnnuluumwuuw|||||n||||m||m| 1 .|.|.|.|.|.|m|.|.mm|.
1 2 3 4 5 6 7 8
B i 2 3 P R ' s
0 1 2 3 4

L. ll|l|l|l|l|||I|I|I|I[lllllll|III|I|I|I|III|I|l|l|l|l|l|l|I|lI.I|I|I|I|I|I|I|I|I| thilil

Para realizar divisiones se realizaria de forma inversa.

Por ejemplo, para hacer 6/3, tendriamos que hacer coincidir el 6 del D, con el 3 del C, para luego
fijarnos con qué cifra del D coincide el 1 delC: 6/3 = 2.
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Vamos a ver como hacer cuadrados o raices cuadradas (usamos las letras Ay D, con la regla en
posicidn inicial):
« Laletra A nos muestra el cuadrado del nimero que visualicemos en la letraD: 32 =9
e Asimismo, la letra D nos muestra la raiz cuadrada del numero que visualicemos en la letra
A.

110 8 910

IIII' |!5| | I|I|I6|lll|l|;|lll|lllhllIIIMIMMI||||||||I||||I||||I 1

N
5 6 7 8 19" 1 2
4 i 2
|I|||||||I|l|l||1||I|I|I1||||!|Il||||l|l|l|l|||I|I|||I|||||I|Ii||||l|l||l

3 ; 4

Intentamos ahora multiplicaciones dénde un multiplicando es un cuadrado (usamos las letras
A, ByD):
«2%2 x5 Alineamos el 2 del D con el 1 del B, y nos fijamos con qué cifra del A coincide el 5 del

B:22x5=20
6 7 8 910 3 4 5 6 7 8910
|l||i||i||i‘||I|‘|II|‘|I|I‘|III‘ P ||I|||||||I|‘|i|i|||i|||||||||||‘|||||I|I|h||||I|i|\|||I|||||||i|iili|||i|ilii‘|I||‘||I|I| |‘ Chebetd
3 5 6 7 8 9 10 9 :
(Rl |
B PRRRT A ¢ S a5 ) 617
4
L 1|||||||I|||||i|||||||||I|i||||||||I||||i|||||||||i||||I|’-|I|i|||i|||||I|||I|||||i|||
C1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 2

°(2) 3 " 4 5

Por ultimo, veamos cémo hacer logaritmos en base 10 (usamos las letras L y D, con la regla en
posicidn inicial):
e Laletra L nos muestra el logaritmo en base 10 del numero que visualicemos en la letra
D:In2=0,3
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4 5 6 7 8 910 2

3
JmWaIIII|IIIId|rIIII|IIII| |l|l|||l|1|||||l|||||l|{E|!I

D 6 7

! 3 =1 [ |

m.|.|.Iﬁ.......i......-u@m.l.l.........i':.|.|.|.|

| Cuidado: La escala de esta regla con la letra L es decimal, empieza en el 0,0 y acaba en el
1,0, pasando por 0,1; 0, 2;... (piensen que el logaritmo de 10 es 1).
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